
13. cvi£ení � Teorie z písemek
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Rozhodn¥te o platnosti následujících tvrzení (tedy je dokaºte nebo sestrojte
protip°íklad):

1. Nech´ {an} a {bn} jsou posloupnosti.

(a) Sestrojte an a bn, aby lim supn→∞ an = lim supn→∞ bn = ∞ a lim infn→∞ an =
lim infn→∞ bn = 0.

(b) Lze sestrojit an a bn, které spl¬ují (a) a navíc limn→∞ anbn = 1?

(c) Lze sestrojit an a bn, které spl¬ují (a) a navíc limn→∞ an/bn = 1?

�e²ení: Uvaºujme

an =

{
n, n liché,
1
n , n sudé.

a

bn =

{
n, n sudé,
1
n , n liché.

Pak an a bn spl¬ují v²echny t°i body.

2. Nech´ {an} a {bn} jsou posloupnosti.

(a) Hromadné hodnoty H({an} ⊂ [−3, 3] a limn→∞ bn = ∞ ⇒ limn→∞(an+bn) = ∞.

(b) limn→∞ an + bn = ∞ ⇒ {an} je zdola omezená.

�e²ení:

(a) Platí. Máme, ºe an je zdola omezená n¥jakýmM ∈ R. Kdyby nebyla, tak z de�nice
platí lim inf an = −∞, coº je ve sporu s faktem, ºe H({an}) ⊂ [−3, 3].
Pak platí odhad

M + bn ≤ an + bn.

Navíc
lim
n→∞

M + bn
AL
= M +∞ = ∞

a tedy z v¥ty o uspo°ádání je

lim
n→∞

an + bn = ∞.

(b) Neplatí. Protip°íklad: an = −n, bn = 2n. Pak limn→∞ an + bn = −n + 2n =
limn→∞ n = ∞, ale an je zdola neomezená.

3. Nech´ fn : [0, 1] → R je posloupnost reálných funkcí (pro kaºdé n ∈ N máme jednu
funkci) a nech´ pro kaºdé x ∈ [0, 1] existuje limn→∞ fn(x) = f(x).

(a) Nech´ fn jsou uniformn¥ omezené, tedy ∃K > 0 ∀n ∈ N ∀x ∈ [0, 1] : |fn(x)| ≤ K.
Musí být f omezená funkce?
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(b) Nech´ jsou v²echny fn spojité funkce. Musí být f spojitá funkce?

�e²ení:

(a) Musí. Za�xujme x ∈ [0, 1]. Pak −K ≤ fn(x) ≤ K. Pak z v¥ty o uspo°ádání je
−K ≤ f(x) ≤ K. Tedy f je omezená.

(b) Nemusí. Protip°íklad: fn(x) = xn. Pak fn jsou spojité na [0, 1]. Ale

f(x) = lim
n→∞

fn(x) =

{
0, x ∈ [0, 1),

1, x = 1,

není spojitá funkce.

4. Nech´ f : R → R je funkce. De�nujme symetrickou limitu funkce jako s− limx→a f(x) =

limh→0
f(a+h)+f(a−h)

2 .

(a) limx→a f(x) = A ∈ R ⇒ s− limx→a = A?

(b) s− limx→a f(x) = A ∈ R ⇒ limx→a = A?

�e²ení:

(a) Platí. Máme limh→0 f(a + h) = A. Plyne z VOLSF: Vnit°ní funkce a + h. Vn¥j²í
funkce f(x). Limity limh→0 a+ h = a. limx→a f(x) = A. Podmínka (P): a+ h ̸= a
na P (a, 42). Pak i limita sloºené funkce je limh→0 f(a+ h) = A.
Analogicky limh→0 f(a− h) = A.
Nakonec máme

s− lim
x→a

f(x) = lim
h→0

f(a+ h) + f(a− h)

2

AL
=

2A

2
= A.

(b) Neplatí. Protip°íklad: f(x) = sgnx. Pak

s− lim
h→0

sgn(0 + h)− sgn(0− h)

2
= s− lim

h→0

0

2
= 0

ale limx→0 sgn(x) neexistuje.

5. (a) Nech´ existují limx→0 f(x) = A ∈ R a limx→0 g(x) = B ∈ R ⇒ Existuje
limx→0max{f(x), g(x)} = max{A,B}.

(b) Nech´ existují limx→0max{f(x), g(x)} ∈ R a limx→0min{f(x), g(x)} ∈ R ⇒ Ex-
istují limx→0 f(x) = a limx→0 g(x)

�e²ení:

(a) Platí (bylo na minulém cvi£ení)

max{f(x), g(x)} =
f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|

2
,

min{f(x), g(x)} =
f(x) + g(x)− |f(x)− g(x)|

2
.

Pak z AL a VOLSF (spojitá absolutní hodnota jako vn¥j²í funkce)

lim
x→0

max{f(x), g(x)} = lim
x→0

f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|
2

=
A+B + |A−B|

2
= max{A,B}.
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(b) Neplatí. Uvaºujme f = sgnx a g = − sgnx. Pak

lim
x→0

max{f, g} = 1, lim
x→0

min{f, g} = −1

ale limx→0 f ̸ ∃ a limx→0 g ̸ ∃.

6. (a) Nech´ f, g : R → R jsou spojité funkce. Dokaºte, ºe pak i funkce x 7→ max{f(x), g(x)}, x ∈
R je spojitá funkce.

(b) Uvaºujme funkci fa(x) = x3 + ax, x ∈ R, kde a ∈ R je parametr. Dokaºte, ºe
funkce x 7→ sgn(fa(x)), x ∈ R, není spojitá na R.

�e²ení: P°íklad i s °e²ením máme od prof. Spurného https://www.karlin.mff.cun

i.cz/~spurny/pages/ma1.php

(a) Platí (bylo na minulém cvi£ení)

max{f(x), g(x)} =
f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|

2
,

Navíc máme, ºe |x| je spojitá na R a konstantní funkce 1/2 je spojitá na R. Tedy
max{f, g} je sloºením, sou£tem, rozdílem a sou£inem spojitých funkcí. Tedy je
spojitá.

(b) Rozborem p°ípad·

� a = 0, pak sgn(x3) = sgnx, která je nespojitá v 0
� a > 0, pak x2 + a > 0 a sgn(x(x2 + a)) = sgnx, která je nespojitá v 0
� a < 0, pak sgn(x3 + ax) = sgn(x(x2 − (−a))) = sgn(x(x −

√
−a)(x +

√
−a)),

coº se rovná sgnx na (−
√
−a,

√
−a), která je nespojitá v 0.

7. Nech´ f : R → R spl¬uje limx→c f(x) = 0 pro kaºdé c ∈ R. Rozhodn¥te, zda platí
n¥které z následujících tvrzení:

(a) Platí f(R) = {0}.
(b) Funkce f je spojitá na R.
(c) Funkce f je omezená na R.

�e²ení: P°íklad i s °e²ením máme od prof. Spurného https://www.karlin.mff.cun

i.cz/~spurny/pages/ma1.php

(a) Neplatí. Uvaºujme funkci

f(x) =

{
1, x = 1,

0, x ̸= 1.

Pak f(R) = {0, 1}.
(b) Neplatí. Jako v (a).

(c) Neplatí. Uvaºujme funkci

f(x) =

{
n, x = n, n ∈ N
0, jinak.

Pak f je neomezená.
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8. Nech´ f : R → R je funkce.

(a) Pokud existuje limx→∞ f(x), pak existuje limn→∞ f(n).

(b) Pokud existuje limn→∞ f(n), pak existuje limx→∞ f(x).

(c) Pokud f je spojitá na R a existuje limn→∞ f(n), pak existuje limx→∞ f(x).

�e²ení:

(a) Platí. �asem p°ímo vyplyne z Heineho v¥ty. Do té doby ukáºeme z de�nice.

� Nech´ limx→∞ f(x) = A ∈ R. Pak

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ (1/δ,∞) : |f(x)−A| < ε.

Za�xujme ε. Poloºme n0 = ⌈1/δ⌉. Pak pro kaºdé n ≥ n0 je i n ≥ 1/δ a tedy

|f(n)−A| < ε,

coº bylo t°eba ukázat.
� Nech´ limx→∞ f(x) = ∞. Pak

∀K > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ (1/δ,∞) : f(x) > K

Za�xujme K. Poloºme n0 = ⌈1/δ⌉. Pak pro kaºdé n ≥ n0 je i n ≥ 1/δ a tedy

f(n) > K.

� P°ípad limx→∞ f(x) = −∞ ukáºeme analogicky.

(b) Neplatí. Uvaºujme funkci

f(x) =

{
1, x = n ∈ N,
0, jinak.

Pak limn→∞ f(n) = 1, ale limx→∞ f(x) ̸ ∃.
(c) Neplatí. Uvaºujme funkci, kde pro x ≤ 1

2 je f(x) = 0, pro n ∈ N je f(n) =
1, f(n + 1/2) = 0 a pro ostatní x ∈ R je funkce dode�nována lineárn¥. Pak
limn→∞ f(n) = 1, ale limx→∞ f(x) ̸ ∃.
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