13. cviceni — Teorie z pisemek
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni (tedy je dokaZte nebo sestrojte
protiptiklad):

1. Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti.

(a) Sestrojte a, a by, aby limsup,,_,. a, = limsup,_,. b, = oo a liminf,, - a, =
liminf,, - b, = 0.
(b) Lze sestrojit a, a by, které spliuji (a) a navic lim,, oo apb, = 17

(c) Lze sestrojit a, a by, které spliuji (a) a navic lim, o0 ay /by, = 17

ResSeni: Uvazujme

n, n liché,
n %, n sudé.
a
n, n sudé,
~, nlicheé.

Pak a, a b, spliuji vSechny t¥i body.
2. Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti.

(a) Hromadné hodnoty H({a,} C [—3,3] alimy o0 by = 00 = limy, o0 (an+by) = o0.
(b) lim;, 00 an + by, = 00 = {a,} je zdola omezena.
ReSeni:
(a) Plati. Mame, Ze a,, je zdola omezena n&jakym M € R. Kdyby nebyla, tak z definice
plati liminf a,, = —o0, coZ je ve sporu s faktem, ze H({a,}) C [-3,3].
Pak plati odhad
M+ b, < ap + by,.

Navic )
lim M +b, 2 M + 0o = 0o

n—oo
a tedy z véty o usporadani je
lim a, + b, = .
n—oo
(b) Neplati. Protiptiklad: a, = —n, b, = 2n. Pak lim, ,a, + b, = —n + 2n =
limy, oo n = 00, ale a, je zdola neomezena.

3. Necht f, : [0,1] — R je posloupnost redlnych funkci (pro kazdé n € N mame jednu
funkci) a necht pro kazdé = € [0, 1] existuje lim, oo fn(z) = f(x).

(a) Necht f, jsou uniformné omezené, tedy 3K > 0 Vn € NVz € [0,1] : |fn(z)] < K.
Musi byt f omezend funkce?
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(b) Necht jsou v8echny f,, spojité funkce. Musi byt f spojita funkce?

Regeni:

(a) Musi. Zafixujme z € [0,1]. Pak —K < f,(z) < K. Pak z véty o usporadani je
—K < f(x) < K. Tedy f je omezena.

(b) Nemusi. Protipiiklad: f,(z) = 2™. Pak f, jsou spojité na [0,1]. Ale

{0, z€[0,1),

f(z) = lim f,(x)= L e

n—oo
nenf spojita funkce.

4. Necht f: R — R je funkce. Definujme symetrickou limitu funkce jako s —lim,_,, f(z) =

limy_yo LRI k),

(a) limgyq f(x) =A€R = s—limy,, = A?
(b) s —limy, f(z) =A€R = lim,,, = A?

Resent:

(a) Plati. Mame limj,_,o f(a + h) = A. Plyne z VOLSF: Vnitini funkce a + h. Vnéjsi
funkce f(x). Limity lim,0a+h = a. limy_, f(x) = A. Podminka (P): a+h # a
na P(a,42). Pak i limita sloZzené funkce je limy_,o f(a + h) = A.
Analogicky limj_,o f(a — h) = A.

Nakonec méame

.  fla+h)+ fla—h) ar 24
s — lim f(z) = lim > >

(b) Neplati. Protipiiklad: f(z) = sgnz. Pak
sgn(0 + h) —sgn(0 — h)

e e ThL

ale lim,_,o sgn(z) neexistuje.
5. (a) Necht existuji lim, ,o f(z) = A € R a lim,,0g9(z) = B € R = Existuje
lim,_,o max{f(z), g(z)} = max{A, B}.
(b) Necht existuji lim,_,o max{f(z),g(z)} € R a lim,_,omin{ f(z),g9(x)} € R = Ex-
istuji limg, 0 f(x) = a lim,_,¢ g(x)
Regeni:

(a) Plati (bylo na minulém cviceni)

max{ f(z),g(z)} = f(z)+g(x) —|—2|f($) _ g(x)\j

min{ 1), o)} = 190~ 110 = oto)]

Pak z AL a VOLSF (spojita absolutni hodnota jako vnéjsi funkce)

|  f(@)+ (@) +1f@) —g@)| _A+B+|A-B
lim masc{ (1), g(2)} = lim . - s

= max{A, B}.
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(b) Neplati. Uvazujme f =sgnx a g = —sgnx. Pak
lim max{f,g} =1, lim min{f, g} = —1
z—0 z—0

ale lim,_o f Aalimg,0g9 A
6. (a) Necht f,g: R — R jsou spojité funkce. Dokaite, 7e pak i funkce x — max{f(z),g(z)}, x €
R je spojita funkce.
(b) Uvazujme funkci f,(z) = 2% + ax, * € R, kde a € R je parametr. Dokazte, 7e
funkce x — sgn(f,(x)),z € R, neni spojitd na R.

Regeni: Priklad i s feSenim mame od prof. Spurného https://www.karlin.mff.cun

i.cz/"spurny/pages/mal.php

(a) Plati (bylo na minulém cviceni)

f(@) +9(x) + [f () — g(x)|
5 ,

max{f(z), g(x)} =

Navic mame, Ze |z| je spojitd na R a konstantni funkce 1/2 je spojitd na R. Tedy
max{f,g} je slozenim, sou¢tem, rozdilem a sou¢inem spojitych funkci. Tedy je
spojita.
(b) Rozborem pfipadu

e a =0, pak sgn(z?®) = sgn x, které je nespojita v 0

e a >0, pak 22 +a > 0 a sgn(z(2? + a)) = sgn z, kterd je nespojita v 0

e a < 0, pak sgn(2® + azx) = sgn(z(z? — (—a))) = sgn(z(z — v—a)(z + v—a)),

coz se rovné sgnz na (—y/—a, /—a), ktera je nespojita v 0.

7. Necht f : R — R spliwje lim;. f(z) = 0 pro kazdé ¢ € R. Rozhodnéte, zda plati
nékteré z nasledujicich tvrzeni:

(a) Plati f(R) = {0}.
(b) Funkce f je spojita na R.

(c¢) Funkce f je omezené na R.

Regeni: Priklad i s FeSenim mame od prof. Spurného https://www.karlin.mff.cun
i.cz/"spurny/pages/mal.php

(a) Neplati. Uvazujme funkci

Pak f(R) ={0,1}.
(b) Neplati. Jako v (a).
(¢) Neplati. Uvazujme funkci

Pak f je neomezena.
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8. Necht f: R — R je funkce.

(a) Pokud existuje lim, o f(x), pak existuje lim, . f(n).
(b) Pokud existuje lim, o f(n), pak existuje lim,_,~ f(x).

(c¢) Pokud f je spojita na R a existuje lim,, o f(n), pak existuje lim, o f().
Regeni:
(a) Plati. Casem p¥fmo vyplyne z Heineho véty. Do té doby ukaZeme z definice.
e Necht lim, , f(z) = A € R. Pak

Ve >030 >0Vee (1/§,00): |f(x) — Al <e.
Zafixujme €. Polozme ng = [1/0]. Pak pro kazdé n > ng jein > 1/6 a tedy
[f(n) — Al <&,

coz bylo tfeba ukazat.
e Necht lim, o f(z) = co. Pak

VK >030>0Vz e (1/6,00): f(z) > K
Zafixujme K. Polozme ng = [1/d]. Pak pro kazdé n > ng jein > 1/6 a tedy
f(n) > K.

e Piipad lim, , f(2) = —oo ukidzeme analogicky.

(b) Neplati. Uvazujme funkeci

1, z=neN,
€Tr) =
J(@) {0, jinak.

Pak lim, o f(n) = 1, ale lim; o f(2)

A.
(¢) Neplati. Uvazujme funkci, kde pro z < % je f(x) =0, pron € Nje f(n) =
1, f(n +1/2) = 0 a pro ostatni z € R je funkce dodefinovina linedrné. Pak
lim;, 500 f(n) =1, ale lim,_,o f(z) A.
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