12. cviceni — VOLSF + log, exp

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

1. Spoctéte limity zadanych funkci
log(1+ 3
(a) lim log(1 + 3z)

:{—)O X
ReSeni: | 43 | L3
i 08 +32) . log(l+3z)

x—0 x x—0 3z

VOLSF, podminka P: 3z # 0 na P(0, %)
(b) lim zlog (1 - 3)

T—00 x€x
Reseni:
3 log (1—3 loo (1 — 3
lim xlog <1 — > = lim M — lim _3% - _3
T—00 x T—00 P T—00 =

VOLSF, podminka P: —3/z # 0 na P(o0, %)
. Vaxsinz
(c) lim ———
z—0 e — 1

Reseni:
I Vasinx . Vzsinz/z? ap oo
im-———=lim——-F—— = — =
20 e — 1 z—0 (eIQ —1)/a? 1
Zdivodnéni: Z VOLSF, podminka (P) 22 # 0 na P(0,1):

:L‘2
-1
lim & 1)
z—0 x

=1

Dale, protoze zsinz je kladny vyraz na okoli nuly, téz tak 22, mtZeme doplnit
absolutni hodnoty.

5 |z sin | /2 _ 1 | sin 22| 1/2 _ 1 |sinz|'/? 1
ah0 2 an0 (22 @m0 [2]V2 |z
AL .. simx . 1
= lim -lim — =1: 400 = +00.
z—0 T z—0 |l"
log(z? —z +1
(@) lim Jo8@ —ot D
z—+o0 log(z10 + z + 1)
Regeni:
Postupujeme vytknutim.
. log(z? — x4 1) . logxz(l—%er%) . log 22 4 log(1 — %—1—#)
lim ] o = lim 0 i 7~ = lim m 1 T =
v=toolog(z!? +z+1)  eotoologzl®(1+ 5 + o) o—+oolog 10 + log(1 + -5 + —7)
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7 vlastnost{ logaritmu:

i 2logz +log(1 — 2 + %)
z—+o0 101log x + log(1 + % + =

+o)

A konec¢né posledni vytknuti

2+log(1—7+ »=)/logz 240 1

I_H'oo 10+10g(1+ +$10)/10g$ 104+0 5

Vypocet limity vyuziva véty o aritmetice limit a VOLSF (spojitost logaritmu)
log(1 — % + #) i log(1 — % + %)

zgr—ir-loo loga: - m—1>r—|{loo 1 a:gr-ir-loo loga: - log(1—0+0)-0 =0
. V14 zxsinxe —1
(e) lim <
z—0 er” — 1
ResSeni:

Sledujte vypocet.

. V14 zsinz —1 y (V1+zsine —1)/2?
im = lim
z—0 er® — 1 z—0 (6‘”2 — 1)/1‘2
Jmenovatel jde do jedni¢ky (VOLSF, podm. (P): 22 # 0 na P(0,1) ).
Druhy zlomek Te$ime roz§ifenim odmocniny.

vV1+xsine —1 . 14+ xsinz—1 1

li =1 .
250 72 250 2 V1+zsine +1
AL sin x 1 1 1

= lim - lim . = _.

=0 T z—>0\/1—|—:):sm:r—|—1 1+1 2

Dohromady z aritmetiky limit:

(Vi+axsine —1)/2% 4, 1 1

() lim log(z3 — arctan z)
z—oo log(x? + arctan z)
Reseni:

Vytkneme dominantni ¢len

log(:cg — arctan x) . log x3 (1 — m#) . 3logx + log (1 — W)
lim 2 = lim 2 arcfanx = lim arcfanm
z—oo log(x? + arctanx)  z—oo logx (1 + T) z—o0 2]og x + log (1 + T)
log(l— arc;agmz
1i log = voarL 3+0
= lim = —
T—00 10g(1+7ar°;3n””> 240
2+ log z
Pouzili jsme limity
arctan x . arctanz
lim 73:0: lim —
r—00 x T—00 x

neb arctan z je omezena a 1/x2 (1/23) mizejici funkce.
Dale jsme pouzili spojitosti logaritmu (v 1) a aritmetiku limit.

Matematické analyza 1, 2024/25, Kristyna Kuncova 2



(g) lim z[log(x+1)—logz] =1

T—+00

Refeni: Uzijeme pravidla, Ze rozdil logaritmi je logaritmus podilu a spojitosti

logaritmu.
: . r+1 g (1+31)
xk&n@x[log(:ﬂ +1) —logz] = xEl}rlooxlog = xEToo T
VOLSF, podminka (P), 1 # 0 na P(c0,42).
log (1+ 1
1 Gt B
r—+00 =

T

. /log(22 + 4) — log 22
lim
=00 arccot x
ResSeni: Piiklad mame odsud: https://reseneulohy.cz/cs/matematika/matem
aticka-analyza

Rozepiseme dle vzorc pro logaritmus a ptjéime a vratime na zndmé limity:

244 . 2244
. /log(22 + 4) — log 22 _ log ( a? ) 0 log ( a? )
lim = lim — = lim
T—00 arccot x T—00 arccot x rz—oo  x -arccotx
[4 log (1 + & 1
= lim x - - g(4 ’”2)-
T—00 x ol x - arccot x
VoL g 1.1 =2
Oduvodnéni:

ProtoZe jsme na okoli nekone¢na, mame vVa? = || = z. Tedy

Dale

lim ————&—=
T—00

Jde o VOLSF, podminka (P): vnitini funkce lf% # 0 na P(o0,1).

Navic
log (14 %
fim /2827 . i) _ 1,
T—00 =
x
VOLSF, vnéjsi funkee /y je spojita v 1.
log(1 + 2
(i) Tim 2807
2—0 log(1 — 22?)
Regeni:
log(1 4 %) i log(1+ %) —2?  voar )
———~ = lim — =" —
2—0log(1 —22) 20 x2 log(1 — 22)

Podminka P pro £2% # 0 na P(0, ).
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o1 2
() xlbn;oxlog <1 - I‘2>
Regeni:
2 —21o 2
lim xlog<1—2> _ i 22080 o) voary
T—00 T
Podminka P pro —2/z% # 0 na P(cc, 3).
log(2 + e3%)
x——+00 log(3 + 62x)
Regeni:
Vytkneme. Pak pouZzijte vétu o aritmetice limit a spojitost logaritmu.

s=r4o0 log(3 + ¢27)  arboo log 2 + log(r +1)

log2 %) loge gl +1)

L Brtlog( Al 3+1og(%+1)/x 340 3
= 1m = 1m = = —.
r+o0 20 +log(3; +1)  eo+o24log(3r +1)/a 240 2
2 _ L2
T R A —

z—1— arccos

Regeni: Piiklad mame odsud: https://reseneulohy.cz/cs/matematika/matem
aticka-analyza

Pirevedeme na zakladni limitu pro arccos z.

i e2 _ p2x i \/62 — e2z \/1 —
1m ——— = 1In .
r—1— arccosx z—1— 4/ 1—=x arccos

Prvni limitu nyni pfevedeme na limitu pro e”.

) 2 _ g2z \/62:;: e2(1-2) _ 1) _ N e21=2) — 1 yoar
dm e =t s = eV Sy TR

2

Pro ptivodni limitu pak mame

. \/62—62:” V- VOAL
lim V2

1
z—1— /1 —x  arccoszx \ﬁ

Odivodnéni:
62(1—:16) -1
lim — =1
x—1— 2(1 — .T)

Vngjsi funkee €4, vnitini 2(1 — #). Navic limg - 2(1 —2) = 0 a 2(1 — z) je
monoténni na R, tedy 2(1 — z) # 0 na P(1
Potom

742)

e2(l-z) _1q
lim S = V1.
1=\ 201 - ) vi

Vnéjsi funkee /y, vnitini % Podminka, (S): \/y je spojita v bodé 1.
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a* —1

(m) lim , kde a > 0.
ai—>0 X
Reseni:

Spoc¢teme limitu pro obecné a > 0, a # 1.

a® —1 exloga_l exloga_l
lim =lim ——— = lim ——— -loga =1 - loga.
=0 T z—0 x z—0 zloga

Uzito VOLSF, vnitini funkce y = zloga # 0 na P(0,2).
Pro a =1 je limita trivialné rovna 0.
log(1 + 3%)
im ————=
z——o0 log(1 + 2%)
Regeni: Protoze 3% — 0, pokud z — —o0, vede k cili rozsiFeni.

z log(1+3%) z
im 710g(1+3): im —3° -3—:1-020
T——00 log(l + 21’) z——00 IOg(;;‘QI) 27 1

VOLSF pro g(z) = 3% #0 a h(xz) = 2 # 0 na R,
oy os(+ VT + V7)
z—r+o0 log(1 + v/ + V/x)
Regeni:
V Citateli vytkneme +/z, ve jmenovateli /z, uzijeme spojitost logaritmu

log(1+ vz + /) . log vz +log(z= /2 4+ 1+ 2~ 1/%)

2150 log(1+ ¢z + V/x)  2—+oolog ¥z + log(z—1/3 + 1+ z=1/12)

tlogz +log(z~ Y2 + 1+ 271/6)

z—400 %logx + log(z=1/3 + 1 4 x=1/12)
3 +logz 2414275 /loge  §+0 3

lim = .
zotoo L4 log(z 13+ 14+ 27112)/logz $+0 2
log(1 + 3%
p) tim ELES)
z—+oo log(1 + 2%)
Regeni:
V Cditateli i jmenovateli jsou dominantnimi ¢leny exponencidly. Vytkneme je tedy.
log(1 + 3%) . log3*(37" +1) . log3® +1log(37* +1)

im ————=~ im ——————= im
z—+oo log(l 4 2%)  z—4001og2?(277 +1)  z—+oo log2® 4 log(277 + 1)

/% AL

Jx

Véta o limité podilu a o limité souc¢tu dava (s prihlédnutim k faktu, ze 0/co =0 a
ke spojitosti logaritmu)

z=+oo wlog2 +10g(27% + 1)  az—+oo log2 + log(2-% + 1

xlog3 +log(37* + 1) lim log3 +log(37* +1

~— [ — |

~ log3+0/(4+00) log3
 2+40/(+00)  log2’
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Zkouskové priklady

2. Spoctéte limity zadanych funkef

cos(sinz) — 1

a) lim —————
®) =0 log/1+ 22

Regeni:
I cos(sinz) — 1 I cos(sinz) —1 sin?z z? V1422 -1
11m ———— — |1In . . .
=0 logv/1 + 22 z—0 sin? x 22 V14+22-1 logV1+ a?

Pro treti vyraz plati

2 2 1 2 1
lim oy VA2 ):lir%\/1+x2+1:2
z—

z—0 1+x2_1:z—>0 1+22-1

Pro VOLSF méme (ve zkratce) podminky:
Prvni vnitin{ funkce sinz # 0 na P (0,5). (Z grafu.)
Druha vnitini funkce 1+ 22 # 1 na P (0,1). Plyne z vypoétu 1 + 22 # 1 na

P(0,1).
(b) lim 4/log {1+ 3 (log(1 + :vg))2
T—00 €T
Regeni:
. 3 302 log (1 + %) 3 3
xh_}rrolo log <1 + x> (log(1+2%))" = xlggo 3 . (log(1 + z%))
. log (1+ 2) log(1 + 23) 2

- PR e ()
VO_AL 1. \/g 0

Plat{ ) ) )
0 < log(1 + z3) < log(22*)\*  (log?2 + log(z?)
= Jr -\ vz ) vz
Prava strana jde do 0 z aritmetiky limit a ze Skaly.
Dale mame

lim
r—r0o0

log (1+ %)
f:ﬁ’

z dvojitého pouziti VOLSF. Podminka (P): 2 # 0 na P(c0, 5).
Pak podminka (S): /¥ je spojitd v 1.
i (VO™ — cos(y/x)
2
a0+ log”(1+ /x)
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Resent:

5 (V/e)sin® — cos(+/) v ezsinT _ | N 1 — cos(y/)
im = lim
z=0+  log?(1+ /) 2—0+ log?(1 + v/x)  log?(1+ /)
i ezsinT _ 1 Tsing (V)? N 1 — cos(y/7) (Vz)?
— 1m . . .
20+ Llsina x log?(1 4 /) (Vz)? log?(1 + /)
voar , 1 1
4L 2 1421 =1
2 + 2

Podminky pro VOLSF (telegraficky):
1) (P) 3sinz # 0 na PT(0,%) (2 grafu).
3,4,5) (P) /x # 0 na P*(0,3) (z grafu).

Bonus

3. Rozhodnéte, zda plati

(FALSE) Necht funkce f(x) neni shora omezena v zadném okoli P(0,0). Pak lim,_,o f(z) =
+00.
Regeni: Uvazujme funkci

)1z, 2 eQ,
f(x)_{o, r€R\Q.

Pak lim,_,o f(z) neexistuje, ale f(z) je neomezena.

(TRUE) Necht lim,_,o f(z) = +oo. Pak existuje okoli P(0,¢) takové, ze funkce f je zdola
omezené na P(0, 9).
Reseni: Jde o analogii véty o limité a omezenosti.
Zvolme e = 1. Pak existuje 0 > 0 tak, ze pro Vo € P(0,0) plati f(z) € B(co,1) =
(1, 00).
Neboli f(z) > 1 na P(0,9).

4. Necht f,g: R — R jsou funkce. Ukazte, Ze

f(@) +9(x) + [f(x) — g(x)|
2 )

f@) +9(@) — |f(2) —g(=)|
2

max{f(z), g(x)} =
min{f(z), g(z)} =

Regeni:
Rozborem pfipadii. Necht f(z) > g(z). Pak f(z)—g(z) > 0a|f(x)—g(z)| = f(z)—g(z).
Dostavame tedy

f@) +g9(@) +1f(x) —g(x)] _ flx)+g()+ flz) —g(x) _ 2f(z)

. - 5 = 5= = [(@) = max{/(z), ()}
Analogicky
1) o) 1(0) = o] _ S10) 0 00) = o) 000) _ 2000) _ 00, )
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Pro f(z) < g(z) mame f(z) —g(x) <0a|f(z) —g(z)| = —f(x) + g(x) a tedy

Analogicky

Fo) +ole) ~1510) o) _ J0) +0) £ 1) =o)L 2 _ ) i) g1
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