
12. cvi£ení � VOLSF + log, exp
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

P°íklady

1. Spo£t¥te limity zadaných funkcí

(a) lim
x→0

log(1 + 3x)

x
�e²ení:

lim
x→0

log(1 + 3x)

x
= lim

x→0
3
log(1 + 3x)

3x
=

VOLSF, podmínka P: 3x ̸= 0 na P (0, 16).

(b) lim
x→∞

x log

(
1− 3

x

)
�e²ení:

lim
x→∞

x log

(
1− 3

x

)
= lim

x→∞

log
(
1− 3

x

)
1
x

= lim
x→∞

−3
log

(
1− 3

x

)
−3
x

= −3

VOLSF, podmínka P: −3/x ̸= 0 na P (∞, 16).

(c) lim
x→0

√
x sinx

ex2 − 1
�e²ení:

lim
x→0

√
x sinx

ex2 − 1
= lim

x→0

√
x sinx/x2

(ex2 − 1)/x2
AL
=

∞
1

= ∞

Zd·vodn¥ní: Z VOLSF, podmínka (P) x2 ̸= 0 na P (0, 1):

lim
x→0

(ex
2 − 1)

x2
= 1

Dále, protoºe x sinx je kladný výraz na okolí nuly, téº tak x2, m·ºeme doplnit
absolutní hodnoty.

lim
x→0

|x sinx|1/2

x2
= lim

x→0

| sinx|1/2

|x|3/2
= lim

x→0

| sinx|1/2

|x|1/2
· 1

|x|

AL
= lim

x→0

√
sinx

x
· lim
x→0

1

|x|
= 1 ·+∞ = +∞.

(d) lim
x→+∞

log(x2 − x+ 1)

log(x10 + x+ 1)

�e²ení:

Postupujeme vytknutím.

lim
x→+∞

log(x2 − x+ 1)

log(x10 + x+ 1)
= lim

x→+∞

log x2(1− 1
x + 1

x2 )

log x10(1 + 1
x9 + 1

x10 )
= lim

x→+∞

log x2 + log(1− 1
x + 1

x2 )

log x10 + log(1 + 1
x9 + 1

x10 )
=
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Z vlastností logaritmu:

= lim
x→+∞

2 log x+ log(1− 1
x + 1

x2 )

10 log x+ log(1 + 1
x9 + 1

x10 )
=

A kone£n¥ poslední vytknutí

= lim
x→+∞

2 + log(1− 1
x + 1

x2 )/ log x

10 + log(1 + 1
x9 + 1

x10 )/ log x
=

2 + 0

10 + 0
=

1

5
.

Výpo£et limity vyuºívá v¥ty o aritmetice limit a VOLSF (spojitost logaritmu)

lim
x→+∞

log(1− 1
x + 1

x2 )

log x
= lim

x→+∞

log(1− 1
x + 1

x2 )

1
· lim
x→+∞

1

log x
= log(1−0+0)·0 = 0.

(e) lim
x→0

√
1 + x sinx− 1

ex2 − 1
�e²ení:

Sledujte výpo£et.

lim
x→0

√
1 + x sinx− 1

ex2 − 1
= lim

x→0

(
√
1 + x sinx− 1)/x2

(ex2 − 1)/x2

Jmenovatel jde do jedni£ky (VOLSF, podm. (P): x2 ̸= 0 na P (0, 1) ).

Druhý zlomek °e²íme roz²í°ením odmocniny.

lim
x→0

√
1 + x sinx− 1

x2
= lim

x→0

1 + x sinx− 1

x2
· 1√

1 + x sinx+ 1

AL
= lim

x→0

sinx

x
· lim
x→0

1√
1 + x sinx+ 1

= 1 · 1

1 + 1
=

1

2
.

Dohromady z aritmetiky limit:

lim
x→0

(
√
1 + x sinx− 1)/x2

(ex2 − 1)/x2
AL
= 1 · 1

2
=

1

2
.

(f) lim
x→∞

log(x3 − arctanx)

log(x2 + arctanx)

�e²ení:

Vytkneme dominantní £len

lim
x→∞

log(x3 − arctanx)

log(x2 + arctanx)
= lim

x→∞

log x3
(
1− arctanx

x3

)
log x2

(
1 + arctanx

x2

) = lim
x→∞

3 log x+ log
(
1− arctanx

x3

)
2 log x+ log

(
1 + arctanx

x2

)
= lim

x→∞

3 +
log

(
1− arctan x

x3

)
log x

2 +
log

(
1+ arctan x

x2

)
log x

V OAL
=

3 + 0

2 + 0

Pouºili jsme limity

lim
x→∞

arctanx

x3
= 0 = lim

x→∞

arctanx

x2
,

neb arctanx je omezená a 1/x2 (1/x3) mizející funkce.

Dále jsme pouºili spojitosti logaritmu (v 1) a aritmetiku limit.
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(g) lim
x→+∞

x [log(x+ 1)− log x] = 1

�e²ení: Uºijeme pravidla, ºe rozdíl logaritm· je logaritmus podílu a spojitosti
logaritmu.

lim
x→+∞

x[log(x+ 1)− log x] = lim
x→+∞

x log
x+ 1

x
= lim

x→+∞

log
(
1 + 1

x

)
1
x

VOLSF, podmínka (P), 1
x ̸= 0 na P (∞, 42).

lim
x→+∞

log
(
1 + 1

x

)
1
x

= 1.

(h) lim
x→∞

√
log(x2 + 4)− log x2

arccotx
�e²ení: P°íklad máme odsud: https://reseneulohy.cz/cs/matematika/matem
aticka-analyza

Rozepí²eme dle vzorc· pro logaritmus a p·j£íme a vrátíme na známé limity:

lim
x→∞

√
log(x2 + 4)− log x2

arccotx
= lim

x→∞

√
log

(
x2+4
x2

)
arccotx

= lim
x→∞

x ·
√
log

(
x2+4
x2

)
x · arccotx

= lim
x→∞

x ·
√

4

x2
·

√
log

(
1 + 4

x2

)
4
x2

· 1

x · arccotx
V OAL
= 2 · 1 · 1 = 2.

Od·vodn¥ní:

Protoºe jsme na okolí nekone£na, máme
√
x2 = |x| = x. Tedy

lim
x→∞

x

√
4

x2
= lim

x→∞

x

x
· 2 = 2.

Dále

lim
x→∞

log
(
1 + 4

x2

)
4
x2

= 1.

Jde o VOLSF, podmínka (P): vnit°ní funkce 4
x2 ̸= 0 na P (∞, 1).

Navíc

lim
x→∞

√
log

(
1 + 4

x2

)
4
x2

= 1,

VOLSF, vn¥j²í funkce
√
y je spojitá v 1.

(i) lim
x→0

log(1 + x2)

log(1− x2)

�e²ení:

lim
x→0

log(1 + x2)

log(1− x2)
= lim

x→0
− log(1 + x2)

x2
−x2

log(1− x2)

V OAL
= −1

Podmínka P pro ±x2 ̸= 0 na P (0, 12).
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(j) lim
x→∞

x log

(
1− 2

x2

)
�e²ení:

lim
x→∞

x log

(
1− 2

x2

)
= lim

x→∞

−2

x

log
(
1− 2

x2

)
−2
x2

V OAL
= 0 · 1 = 0

Podmínka P pro −2/x2 ̸= 0 na P (∞, 16).

(k) lim
x→+∞

log(2 + e3x)

log(3 + e2x)

�e²ení:

Vytkneme. Pak pouºijte v¥tu o aritmetice limit a spojitost logaritmu.

lim
x→+∞

log(2 + e3x)

log(3 + e2x)
= lim

x→+∞

log e3x + log( 2
e3x

+ 1)

log e2x + log( 3
e2x

+ 1)
=

= lim
x→+∞

3x+ log( 2
e3x

+ 1)

2x+ log( 3
e2x

+ 1)
= lim

x→+∞

3 + log( 2
e3x

+ 1)/x

2 + log( 3
e2x

+ 1)/x
=

3 + 0

2 + 0
=

3

2
.

(l) lim
x→1−

√
e2 − e2x

arccosx
= e

�e²ení: P°íklad máme odsud: https://reseneulohy.cz/cs/matematika/matem
aticka-analyza

P°evedeme na základní limitu pro arccosx.

lim
x→1−

√
e2 − e2x

arccosx
= lim

x→1−

√
e2 − e2x√
1− x

·
√
1− x

arccosx

První limitu nyní p°evedeme na limitu pro ex.

lim
x→1−

√
e2 − e2x√
1− x

= lim
x→1−

√
e2x(e2(1−x) − 1)√

2(1−x)
2

= lim
x→1−

ex
√
2

√
e2(1−x) − 1

2(1− x)

V OAL
= e1·

√
2·
√
1.

Pro p·vodní limitu pak máme

lim
x→1−

√
e2 − e2x√
1− x

·
√
1− x

arccosx

V OAL
= e ·

√
2 · 1√

2
= e.

Od·vodn¥ní:

lim
x→1−

e2(1−x) − 1

2(1− x)
= 1.

Vn¥j²í funkce ey−1
y , vnit°ní 2(1 − x). Navíc limx→1− 2(1 − x) = 0 a 2(1 − x) je

monotónní na R, tedy 2(1− x) ̸= 0 na P (1, 1
42).

Potom

lim
x→1−

√
e2(1−x) − 1

2(1− x)
=

√
1.

Vn¥j²í funkce
√
y, vnit°ní e2(1−x)−1

2(1−x) . Podmínka (S):
√
y je spojitá v bod¥ 1.
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(m) lim
x→0

ax − 1

x
, kde a > 0.

�e²ení:

Spo£teme limitu pro obecné a > 0, a ̸= 1.

lim
x→0

ax − 1

x
= lim

x→0

ex log a − 1

x
= lim

x→0

ex log a − 1

x log a
· log a = 1 · log a.

Uºito VOLSF, vnit°ní funkce y = x log a ̸= 0 na P (0, 2).

Pro a = 1 je limita triviáln¥ rovna 0.

(n) lim
x→−∞

log(1 + 3x)

log(1 + 2x)

�e²ení: Protoºe 3x → 0, pokud x → −∞, vede k cíli roz²í°ení.

lim
x→−∞

log(1 + 3x)

log(1 + 2x)
= lim

x→−∞

log(1+3x)
3x

log(1+2x)
2x

· 3
x

2x
=

1

1
· 0 = 0.

VOLSF pro g(x) = 3x ̸= 0 a h(x) = 2x ̸= 0 na R,

(o) lim
x→+∞

log(1 +
√
x+ 3

√
x)

log(1 + 3
√
x+ 4

√
x)

�e²ení:

V £itateli vytkneme
√
x, ve jmenovateli 3

√
x, uºijeme spojitost logaritmu

lim
x→+∞

log(1 +
√
x+ 3

√
x)

log(1 + 3
√
x+ 4

√
x)

= lim
x→+∞

log
√
x+ log(x−1/2 + 1 + x−1/6)

log 3
√
x+ log(x−1/3 + 1 + x−1/12)

=

= lim
x→+∞

1
2 log x+ log(x−1/2 + 1 + x−1/6)
1
3 log x+ log(x−1/3 + 1 + x−1/12)

=

lim
x→+∞

1
2 + log(x−1/2 + 1 + x−1/6)/ log x
1
3 + log(x−1/3 + 1 + x−1/12)/ log x

=
1
2 + 0
1
3 + 0

=
3

2
.

(p) lim
x→+∞

log(1 + 3x)

log(1 + 2x)

�e²ení:

V £itateli i jmenovateli jsou dominantními £leny exponenciály. Vytkneme je tedy.

lim
x→+∞

log(1 + 3x)

log(1 + 2x)
= lim

x→+∞

log 3x(3−x + 1)

log 2x(2−x + 1)
= lim

x→+∞

log 3x + log(3−x + 1)

log 2x + log(2−x + 1)
=

= lim
x→+∞

x log 3 + log(3−x + 1)

x log 2 + log(2−x + 1)
= lim

x→+∞

log 3 + log(3−x + 1)/x

log 2 + log(2−x + 1)/x

AL
=

V¥ta o limit¥ podílu a o limit¥ sou£tu dává (s p°ihlédnutím k faktu, ºe 0/∞ = 0 a
ke spojitosti logaritmu)

=
log 3 + 0/(+∞)

2 + 0/(+∞)
=

log 3

log 2
.
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Zkou²kové p°íklady

2. Spo£t¥te limity zadaných funkcí

(a) lim
x→0

cos(sinx)− 1

log
√
1 + x2

�e²ení:

lim
x→0

cos(sinx)− 1

log
√
1 + x2

= lim
x→0

cos(sinx)− 1

sin2 x
· sin

2 x

x2
· x2√

1 + x2 − 1
·
√
1 + x2 − 1

log
√
1 + x2

V OAL
= −1

2
· 1 · 2 · 1 = −1

Pro t°etí výraz platí

lim
x→0

x2√
1 + x2 − 1

= lim
x→0

x2(
√
1 + x2 + 1)

1 + x2 − 1
= lim

x→0

√
1 + x2 + 1 = 2

Pro VOLSF máme (ve zkratce) podmínky:

První vnit°ní funkce sinx ̸= 0 na P
(
0, π2

)
. (Z grafu.)

Druhá vnit°ní funkce
√
1 + x2 ̸= 1 na P (0, 1). Plyne z výpo£tu 1 + x2 ̸= 1 na

P (0, 1).

(b) lim
x→∞

√
log

(
1 +

3

x

)(
log(1 + x3)

)2
�e²ení:

lim
x→∞

√
log

(
1 +

3

x

)(
log(1 + x3)

)2
= lim

x→∞

√
log

(
1 + 3

x

)
3
x

·
√

3

x
·
(
log(1 + x3)

)2
= lim

x→∞

√
log

(
1 + 3

x

)
3
x

·
√
3 ·

(
log(1 + x3)

4
√
x

)2

V OAL
= 1 ·

√
3 · 0.

Platí

0 ≤
(
log(1 + x3)

4
√
x

)2

≤
(
log(2x3)

4
√
x

)2

=

(
log 2 + log(x3)

4
√
x

)2

Pravá strana jde do 0 z aritmetiky limit a ze ²kály.

Dále máme

lim
x→∞

√
log

(
1 + 3

x

)
3
x

=
√
1,

z dvojitého pouºití VOLSF. Podmínka (P): 3
x ̸= 0 na P (∞, 5).

Pak podmínka (S):
√
y je spojitá v 1.

(c) lim
x→0+

(
√
e)sinx − cos(

√
x)

log2(1 +
√
x)
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�e²ení:

lim
x→0+

(
√
e)sinx − cos(

√
x)

log2(1 +
√
x)

= lim
x→0+

e
1
2
sinx − 1

log2(1 +
√
x)

+
1− cos(

√
x)

log2(1 +
√
x)

= lim
x→0+

e
1
2
sinx − 1
1
2 sinx

·
1
2 sinx

x
· (

√
x)2

log2(1 +
√
x)

+
1− cos(

√
x)

(
√
x)2

· (
√
x)2

log2(1 +
√
x)

V OAL
= 1 · 1

2
· 1 + 1

2
· 1 = 1.

Podmínky pro VOLSF (telegra�cky):

1) (P) 1
2 sinx ̸= 0 na P+(0, π2 ) (z grafu).

3,4,5) (P)
√
x ̸= 0 na P+(0, 3) (z grafu).

Bonus

3. Rozhodn¥te, zda platí

(FALSE) Nech´ funkce f(x) není shora omezená v ºádném okolí P (0, δ). Pak limx→0 f(x) =
+∞.

�e²ení: Uvaºujme funkci

f(x) =

{
1/x, x ∈ Q,

0, x ∈ R \Q.

Pak limx→0 f(x) neexistuje, ale f(x) je neomezená.

(TRUE) Nech´ limx→0 f(x) = +∞. Pak existuje okolí P (0, δ) takové, ºe funkce f je zdola
omezená na P (0, δ).

�e²ení: Jde o analogii v¥ty o limit¥ a omezenosti.

Zvolme ε = 1. Pak existuje δ > 0 tak, ºe pro ∀x ∈ P (0, δ) platí f(x) ∈ B(∞, 1) =
(1,∞).

Neboli f(x) > 1 na P (0, δ).

4. Nech´ f, g : R → R jsou funkce. Ukaºte, ºe

max{f(x), g(x)} =
f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|

2
,

min{f(x), g(x)} =
f(x) + g(x)− |f(x)− g(x)|

2
.

�e²ení:

Rozborem p°ípad·. Nech´ f(x) ≥ g(x). Pak f(x)−g(x) ≥ 0 a |f(x)−g(x)| = f(x)−g(x).
Dostáváme tedy

f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|
2

=
f(x) + g(x) + f(x)− g(x)

2
=

2f(x)

2
= f(x) = max{f(x), g(x)}

Analogicky

f(x) + g(x)− |f(x)− g(x)|
2

=
f(x) + g(x)− f(x) + g(x)

2
=

2g(x)

2
= g(x) = min{f(x), g(x)}
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Pro f(x) ≤ g(x) máme f(x)− g(x) ≤ 0 a |f(x)− g(x)| = −f(x) + g(x) a tedy

f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|
2

=
f(x) + g(x)− f(x) + g(x)

2
=

2g(x)

2
= g(x) = max{f(x), g(x)}

Analogicky

f(x) + g(x)− |f(x)− g(x)|
2

=
f(x) + g(x) + f(x)− g(x)

2
=

2f(x)

2
= f(x) = min{f(x), g(x)}.
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