11. cviceni — VOLSF -+ sin, cos, arcsin

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
Piiklady
1. Spoctéte limity zadanych funkci
sin bz
(a) lim =5
{—)0 X
ReSeni: 5 5
lim 2220 i 52T 5.1 =5
z—0 X z—0 5%

VOLSF: Vnitini funkce g(z) = 5z, lim,—0 5z = 0. Vngjsi funkce f(y) = siny/y,

limy, 0 fly) =1
Podminka (P): 5z # 0 na P(0, 10).

sin 322
im 57— = 3
{—)0 xX
ResSeni: ) ) ) )
i sin 3x ~ lim 381113:1: VOAL 3.1—3
z—0 x x—0 3.T2
VOLSF, podminka (P) a fakt, Ze lim,_,o 322 = 0.
t
lim -2% — 1
:{—)0 x
ResSeni:
Pocitejme.
t i 1 1
lim -8% — jjm 282 —1.2=1
z—0 I z—0 CcoS T 1
I xt 1
m-— = -
2—0 1 —cosdz? 8
ResSeni:
. xt 1 (42%)?  voar 1
lm —-=lim—— 2 — =" —.
=01 —cosd4x? 2—016 1 — cosdx? 16

VOLSF, podminka (P) a fakt, Ze lim, o 222 = 0.
tgvr 1

lim
0+ /21 V2

ResSeni:

1 1

lim tg v lim —tgﬁ VoL —.
=0+ 2z =0+ /2 /T V2

VOLSF, podminka (P) a \/z — 0+ pro z — 0+.

V1 — cosx?

lim =2
z—0 1 —coszx

ResSeni:

Pocitejme

. /1 —cosz? V1 —cosx? 22 AL .. x? .
lim ——— = lim = lim ——-lim
z—0 1 —cosx z—0 1 —cosx /g4 z—01 — cosx z—0
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VOLSF, 22 — 0 pro = — 0, (P).
VOLSF, vnéjsi funkce \/y — 1/v/2 pro y — 1/2, podminka (S).

(o) 1 o 1l—x us
im arcsin =——
& T—00 1+=x 2
Reseni: lim ﬁ = —1, konkrétné —1+ (jdeme do -1 zprava). Z VOLSF, spojitost
Tr—r00

arcsin v —14, pak mame

. o 1l—=x s
lim arcsin = ——,
T—00 1+=x 2
neb arcsin —1 = —g.
(h) limln< h ) =0
20 sin x
ResSeni: .
lim — =1
z—0 sin z

pak VOLSF, spojitost logaritmu v 1 dava

limln( x ):0,

z—0 sinzx

nebot lim,_ 1 Inx = 0.

(i) ILm arccos(\/m —z) = g

ResSeni: Prve upravme odmocniny

(2 e i 1
Jm (Vat+ o —a) = I S =5

7 VOLSF a spojitosti arccos v bodé % méame

1
lim arccos(\/z2 4+ x — x) = arccos = = T
T—00 2 3
ST ¢ _1
() {13%)1‘ cotg 3z 3
ReSeni: Pocitejme.
) . cos 3x . 3z cos 3x 1 1
lim x cotg 3x = lim x— = lim — . =1--=-.
z—0 z—0 sindx z—0sin3x 3 3 3

VOLSF, 3z — 0 pro z — 0, (P).

. sinz
(k) lim
r—00 I
ReSeni: Viimneme si, ze pocitdme limitu v oco.

Protoze —1 < sinz < 1 pro libovolné z € R, plati:

=0

T—00

1
0422 _Z
X

IN
IN
SHN

a tedy musi byt podle véty o srovnani (=2 policajti).

. sinz
lim

T—00 I

=0.
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)

tgx —sinx

. 1

lim — = =3

=0 sin®x 2

ResSeni:

Pocitejme.
. tgx —sinzx . sinx —sinx cosx . 1—cosx
11mf:hm —3 =lim ——— =
z—0 sin” z—0 sin” x cosx z—0 sIn“ x cos

Nyni vhodné rozsifime

' 1703513 1 1 1
= lim —%— - :%.7:7
z—0 sz cosw 1+ 1 2
x

. sinbx —sin3x

Iim —mm— =2
z—0 sinx
ResSeni:

Zlomek roztrhneme na dva a vhodné rozsifime.

. . . . in 5z sin 3x
. sinbz —sin 3z . sinbz .. sin3z .= . 1 1
Iim ———————— = lim — —lim — = lim -2* .5 lim -3¢ .3 = ~.5—-.3 = 2.
z—0 sinx z—0 sinz z—0 sinx z—0 % x—0 % 1 1

VOLSF, vnitini funkce 3z a 5z, podminka (P).
cosx — cos 3z
lim ——— =4
af(—)() x?
ReSeni: Pri¢teme a odeéteme ,chytrou jednicku®, zlomek roztrhneme na dva a

vhodné rozsifime.

. CcosxT — cos3x . 1 —cosz — (1 — cos3z) . l—cosz . 1—cos3x
hm—:hm— :—hm 7“"111117:
z—0 2 z—0 x2 x—0 x2 z—0 2

1 1 — cos3x 1 9

=——+4lm——— -9=—-+4+-=4.

2 T T (302 SR
VOLSF, vnitini funkce 3z, podminka (P).
lim tg 20 tg (5 ) L
im x ——x) ==
e AV 2
Reseni: Nejprve si vyraz trochu zjednodugme.

in2z sin (¥ — = sin (% —=x in 2

lim tg2z-tg (E —x) = lim ST (4 ) = lim (4 ) im Sner
T 4 z—2cos2x cos (§ —x) a2—%F cos2x  z—Z cos(§ — )

Limity roztrhneme a vyfesime zv1ast.
S pfihlédnutim k faktu, Ze sin § = 1 a cos 0 = 1 dostaneme

. sin 2z sin 2 - %
T cos(f —x) cos(§ — %)

Pro druhy zlomek pouZijeme substituci y = § — .

siny . siny

y 30 CoS 22 —y) Y0 cos(§ — 2y)
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Déle uzijeme souctovy vzorec cos(a — ) = cosacos  + sinasin f na jmenovatel.

: siny . siny
= lim - — = lim — =
y—0Cos 5 cos2y +sin5sin2y  y—0sin2y

Rozsifime. .
siny
v 1 1
= lim — 5o = o
y—0 SN2y 9 2
2y

Limitu pfed substituci pak vyfesime pomoci VOLSF.
flg(x)) = %, fly) = %ﬁ_yw g(x) = § —z. Podminka (P), tedy dohro-
mady
o 1
i S (E =) 1

z—Z  Cos2x 2

Zavér: z aritmetiky limit je:

. s 1
lim tg2z - tg(— —z) = =
x—>§ 4 2
. sinx —sina
(p) lim ———— =cosa
r—a Tr—a
ResSeni: Pocitejme.
. sinxz —sina . QSinLEGCOSL;a sinF 5 T+ a a
lim ——— = lim = lim ——=—-lim cos = 1-cos = cosa.
r—a T —a r—a T —a z—a xT r—a

2sin?z +sinz — 1

lim =
M)%%2mﬂx—%mx+1

Regeni:
Trik je v pouziti metod na rozklad kvadratického trojclenu (t¥eba pocitanim kofent
kvadratické rovnice nebo uhodnutim). Zde plati

. 2sin’z +sinz -1 . (2sinz —1)(sinz +1)
lim = lim

(
2—% 2sinx — 3sinz +1 2% (2sinz — 1)(sinz — 1)

i 1 i+
=g OREEL 2T g
a—Z sinz — 1 5= 1
T+tgz —VI+si 1
(r) lim vitige 3\/ temr 1
:{—)0 xT 4
ResSeni:
Pocitejme. Nejprve se vyporadame s odmocninami.
. VI+tgz —+/1+sinz . 1l+tgez—1—sinzx 1
lim 3 = lim 3 . -
20 x 20 T VI+tgz ++/1+sinx
Méame
. 1 voAr 1
lim : = —.
=0 /T +tgz ++/1+sinz 2
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Pro druhou limitu pak plati

5 tgxr —sinx y oy —sinz y sin x — sin z cos x
im =" = lim = lim
0 x3 =0 3 20 z3cosz
sinz(1 — cosz) . sinzl—cosz 1 1 1 1voarn 1
—_— — 1IN = - . — - — = -
-0 x3cosx 50 2 cosx 2 1 2

Celkem pro plivodni limitu dostaneme z VOAL i.

. x? 4

(s) lim _ = -

=0 /1 + zsinxz — /cosz 3
Reseni:

Pocitejme. Nejprve se vypofdadame s odmocninami.

x? . x2 V14 zsinx + +/cosx

lim - = lim - .
x—>0\/1—|-x51nx—\/cosx z—01+ xzsinx — cosx 1

I x? V1+xsinx + \/cosx
= lim .
1

z—01+ xsinx — cosx

_ 1 \/1+:Usin:u+\/cosa:_1_ 1 \/1+wsin:v+\/cos:c
- xli% 1+zsir;g—cosx ’ 1 - Ilg% l—ggsx + sir;ac ’ 1
VOAL r 1 4
= - =
;+1 5 3
¢
(t) lim ST (—1)mfnm7 kde m,n € N
=7 sinne n
ResSeni:

Substituujeme y = x — . Jestlize x — 7, potom y — 0, a tedy plati.

y sin max . sinm(y+m) . sin(my+ mmn)
1m = 11m -—F—m = - 7 —
a—m sinnr  y—0 sinn(y +7)  y—0 sin(ny + nm)

Nyni pouzijeme souctovy vzorec sin(a+ ) = sin acos f+sin f cos « a piihlédneme
k faktu, ze cosmm = (—1)™ a sinmm = 0 pro libovolné m pf¥irozené.
sinmy cosmm +sinmmwcosmy .. (—1)"sinmy

= lim — - = lim ~—F—F——-= =
y—0 sinny cosnm + sin nw cos ny y—0 (—1)"sinny

Nyni jroz§ifime, pouZijeme vétu o aritmetice limit a VOLSF:

(_1)m sin my

L my M _,m
y=0 (—1) = n n
arctanx
(u) lim — =0

T—00 arccot x
Reseni: lim; o arctan = 3, lim; o arccot = 0+. Pak

. arctanz  §
lim ——— = = =oo0.
r—oo arccotx 0+
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Zkouskové priklady

2. Spoctéte limity zadanych funkef

sin(ta
(a) lim in(tan x)
2—0 arctan(arcsin x)
Reseni:
. sin(tan x) . sin(tanz) tanz arcsin x r v
lim : = lim . . g . :
a—0 arctan(arcsinz) 2—0 tanx x arctan(arcsinz) arcsinz

VOLSF 1: f(y) = Si%, g(xz) = tanz, (P) tanz # 0 na P(0, §).
VOLSF 2: f(y) = (z) = arcsinz, (P) arcsinz # 0 na P(0, 1).

1 — cos(arctan x)

Y
arctany’ 9

QAL 1 111

(b) %13% x?
ReSeni:
lim 1 — cos(arctan x) ~ lim 1 — cos(arctan x) lim (arctan z)? voar 1. 12— 1
70 z? =0  (arctanz)?  a—0 z? 2 2
VOLSF: f(y) = 17;#, g(x) = arctan x, arctanz # 0 na P(0,42).
(¢) lim 2°/2arcsin(v/z% +1 — /a5 — 1)
IIE(—)OO
ReSeni: Nejprve rozsifime argument arcsinu.
S+1 5—-1 2
\/3:5+1—\/1:5—1:(\/a:5+1—\/a;5—1)-(\/$ TtV )

(Vb +1+ V25— 1) :\/:c5+1+\/x5—1

Pak ptuvodni limitas:

in(——2
arcsin ( Tor m)

lim 2%/ arcsin( 2 > = lim . 2272
300 \/5135+1+\/.%'5—1 T—00 7x5+142r = \/x5+1—|—\/$5_1
. 2
_ arcsin (W) 2
D e eV B e Vi
VS +14Va5 -1
2
VoAL 1 2 _ 1
2
VOLSF: f(y) = =Y, g(2) = o, g(x) # 0 na P(00, 3).
coS T
d) lim (42% — 97%)————
()ggg%(zv 7T)l—i—sinav
ReSeni:
312 2 2
x— = 4z -9
lim (42> —971'2)& = lim COSZ : ( ,2) Rl 37r
231 1+sinzx $_>37wx—77r 1+4+sinz m—%
C L S5 (z — 37)2 (22 — 3m)(2z + 2m)
xﬁ%x—% 1+sinx x—%”
VALY 9. 127 = 24
Limity plynou z obrazku a vlastnosti sin a cos.
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1 + sin(a s

. arctan(y/22 +sin?z — /22 — cos? z)
(e) lim
=00 VaZ +2 -2 +1
ReSeni: Nejprve rozsifime odmocniny.

1

\/a;2+sin2:c—\/:c2—c082x:

Va2 +sin?z + Va2 — cos? z
1
Va2 +2+ Va2 41

Va2 +2—ya2+1=

Pak

arctan(y/ 22 + sin® x — V&2 — cos? )

1m
T—00 \/a:2+2—\/x2+1
t 1
— lim arctat \/x2+sin2 z+Vz2—cos? x \/1'2 +2+ \/-%'2 +1
= . . .
o \/:(:2+sin2 z+vVz2—cos? & v x? + S1n2 T+ \/m
1
— lim arctan Va2+4sin? 2422 —cos2z  V z? \/1 + 2/1‘2 + \/1 + 1/$2
s 1 R 2 2 ) 2
\/x2+sin2 z+vaZ—cos? v \/1 T (Sln 1‘)/1‘ + \/1 (COS 33‘)/$
2
VO:AL 1-—=1
2
Jednotlivé limity:
102 2
S
lim 22X =0 lim ot =0
T—00 I T—00 I

podle véty o omezené a mizejici funkei.

V1+2/22 51, J1+1/2%2 =1, 1+ (sin?z)/22 =1, +/1— (cos?z)/x? — 1.

VOLSF (S) vné&jsi funkce |/y je spojita v 1.
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VOLSF 2: vngjsi funkce (arctany)/y, vnitini funkce g(z)

_ 1
o V x24sin? z4+vx2—cos?
Navic lim, o g(x) = 0. Ze dvou policajti a odhadi

x2§m2+sin2m, xQ—lgxz—coszx

mame
2 .2 2 2
x” +sin” xr — 00, xr® — cos”x — 0.

2 _cos?x # oo , tedy je splnéna podminka (P) pro limity

Va2 +sin?z — oo, V% — cos?x — oo.

Dohromady z aritmetiky limit

2?2 +sin’z #£ooix

1
lim

=0
=00 (/22 4 gin & + Va2 — cos? x

Navic
1

# 0,
Va2 +sin?z + Va2 — cos? z

tedy z podminky (P)

arctan L
\/:E2+sin2 z+val—cos?z 1

1
\/9:2 +sin? z+v22—cos? x
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Bonus

3. Existuje spojita funkce takova, ze lim,_, f(x) neexistuje, ale lim,, o, f(n) ano?
s Pak lim,_o f(2) neexistuje, ale lim, o f(n)

ReSeni: Napt. f(z) =

sin(mx).

lim,, 00 sin(7n) = lim,, 0, 0 = 0.

4. Sestrojte funkci definovanou na celém R, ktera ale ma limitu pouze v 0 (v ostatnich

bodech limita neexistuje).

Reseni: f(z) = zD(x), kde D(z) je Dirichletova funkce.

5. Necht f:[0,1] — [0, 1] je bijekce. Rozhodnéte, zda je pak f spojita alespoii v jednom

bods.

ReSeni: Nemusi byt. Uvazujme funkei jako na obrazku, kde ervena plna zobrazuje

racionalni body a zluta ¢erchované iracionalni.
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