
10. cvi£ení � Limita funkce

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

P°íklady

Z grafu

1. (a) limx→∞ x = ∞
(b) limx→−∞ x2 = ∞
(c) limx→−∞ x3 = −∞
(d) limx→∞

√
x = ∞

(e) limx→0+
√
x = 0

(f) limx→∞
1
x = 0

(g) limx→−∞
1
x = 0

(h) limx→0
1
x ̸ ∃

(i) limx→−∞
1
x2 = 0

(j) limx→0
1
x2 = ∞

(k) limx→∞ ex = ∞
(l) limx→−∞ ex = 0

(m) limx→∞ e−x = 0

(n) limx→0+ log x = −∞
(o) limx→∞ sinx ̸ ∃
(p) limx→0 cosx = 1

(q) limx→π
2
+ tg x = −∞

(r) limx→π
2
− tg x = ∞

(s) limx→0+ cotx = ∞
(t) limx→0− cotx = −∞

Z de�nice

2. Ur£ete z de�nice následující limity (£i jejich neexistenci)

(a) limx→2(x+ 2) = 4

�e²ení: Je f(x) = x+2. Zvolme ε > 0. Pomocí tohoto ε sta£í ur£it δ > 0 takové,
aby v²echna x z prstencového okolí (2− δ, 2 + δ) \ {2} bodu 2 spl¬ovala nerovnost

|f(x)− 4| < ε ⇔ |(x+ 2)− 4| < ε ⇔ |x− 2| < ε. (∗)

Tuto nerovnici umíme vy°e²it. Jejím °e²ením jsou v²echna x z intervalu (2−ε, 2+ε).
Z toho je vid¥t, ºe sta£í poloºit δ = ε, nebo´ potom

x ∈ (2− δ, 2 + δ) =⇒ x ∈ (2− ε, 2 + ε) =⇒ x spl¬uje nerovnici (∗)

=⇒ tvrzení o limit¥ je dokázáno.

(b) limx→+∞
x

x+1 = 1

�e²ení: Volme ε > 0. Chceme najít K takové, aby pro v²echna x ≥ K bylo∣∣∣∣ x

x+ 1
− 1

∣∣∣∣ < ε.

Nerovnici upravíme na vhodn¥j²í tvar pro její °e²ení.∣∣∣∣ x

x+ 1
− 1

∣∣∣∣ < ε ⇔
∣∣∣∣x− (x+ 1)

x+ 1

∣∣∣∣ < ε ⇔
∣∣∣∣ −1

x+ 1

∣∣∣∣ < ε ⇔
∣∣∣∣ 1

x+ 1

∣∣∣∣ < ε.

Protoºe pro x hledáme okolí +∞, m·ºeme se omezit na kladná x a tím zru²it
absolutní hodnotu. Pak je vid¥t, ºe p°i tomto omezení jsou °e²ením rovnice v²echna
x kladná taková, ºe x+1 > 1

ε a tedy x > 1
ε −1. Sta£í tedy volit libovolné K > 1

ε −1
(pop°ípad¥ K > 0, pokud 1

ε < 1).
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(c) limx→2
1

|x−2| = +∞
�e²ení: Volme K reálné a omezme se na K > 0. Chceme najít δ tak, aby pro
v²echna x ∈ (2− δ, 2 + δ) \ {2} platilo, ºe

1

|x− 2|
≥ K ⇔ |x− 2| ≤ 1

K
.

Odtud vyplývá, ºe sta£í volit libovolné kladné δ < 1
K .

(d) limx→0
1
x ̸ ∃

�e²ení: V bod¥ nula funkce 1
x nem·ºe mít limitu, protoºe 1

x < −1
δ na (−δ, 0)

a 1
x > 1

δ na (0, δ). Pro kaºdé reálné £íslo L tedy najdeme δ tak, ºe L neleºí v
f(−δ,+δ). Je-li pak L kladné nekone£no, potom U = (1,+∞) je okolím L, ale
f(−δ,+δ) není podmnoºinou U dokonce pro ºádné δ > 0 (obsahuje totiº také
záporná £ísla). Obdobn¥ vylou£íme záporné nekone£no.
Vy²et°íme tedy jednostranné limity. Protoºe hodnoty 1

x se zv¥t²ují, jdeme-li k nule
zprava, máme podez°ení, ºe limita zprava bude +∞. Chceme tedy dokázat, ºe pro
libovolné K > 0 existuje δ > 0 tak, ºe f(x) ≥ K, pokud x ∈ (0, δ). Bu¤ tedy
K > 0 libovolné reálné £íslo. �e²ením nerovnice (uv¥domte si, ºe x,K > 0)

f(x) ≥ K ⇔ 1

x
≥ K ⇔ x ≤ 1

K
,

dostáváme, ºe sta£í volit δ < 1
K . Tím je d·kaz hotov, limx→0+

1
x = +∞.

D·kaz, ºe limx→0−
1
x = −∞, by probíhal obdobn¥. Neexistence limity v nule pak

téº plyne z nerovnosti jednostranných limit.
(e) limx→0+ sin 1

x ̸ ∃
�e²ení: Volme libovolné pravé prstencové okolí nuly (0, δ). Uvaºme body xn = 1

nπ .
Je-li n dost velké ( 1

nπ < δ), pak xn ∈ (0, δ) a sinxn = 0. Uvaºme je²t¥ body
ym = 1

2mπ+π
2
. Op¥t pro m dost velké ( 1

2mπ+π/2 < δ) je ym ∈ (0, δ) a sin ym = 1. Je

tedy vid¥t, ºe v libovolném okolí (0, δ) najdeme body, v nichº funkce sin 1
x nabývá

hodnot nula a jedna, limita zprava tedy nem·ºe existovat. D·kaz neexistence limity
zleva probíhá analogicky, jen u p°ed xn a ym napí²eme minus.

P°ímo

3. (a) limx→3
3x+2
−x+1 = 3·3+2

−3+1 = −11
2

(b) limx→π
4
tg x = tan π

4 = 1

(c) limx→∞
1

(x−4)2
= “ 1

∞” = 0

(d) limx→−∞(x+ 3)2 = (−∞) · (−∞) = ∞
(e) limx→∞

3
−8−x = “ −3

−∞” = 0

(f) limx→∞
1

log x+1 = “ 1
∞” = 0

(g) limx→∞
√
x+ 2 +

√
x = ∞+∞

1/0

4. Spo£t¥te limity, p°íp. jednostranné limity.
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(a) limx→5
6

x−5

�e²ení: Dle V¥ty 4, aplikovanou na jednostranné limity. Zprava:
f(x) = 6, limx→5+ f(x) = 6, 6 > 0. g(x) = x− 5, limx→5+ g(x) = 0, x− 5 > 0 na
(5, 5 + 1). Tedy limx→5+

f
g = ∞.

Zleva: f(x) = 6, limx→5− f(x) = 6, 6 > 0. g(x) = x − 5, limx→5− g(x) = 0,
x− 5 < 0 na (5− 1, 5). Tedy limx→5−

f
g = −∞.

Záv¥r: lim
x→5

6

x− 5
neexistuje.

(b) limx→2
2

(x−2)2

�e²ení: Máme f(x) = 2, limx→2 f(x) = 2 > 0. Navíc g(x) = (x − 2)2, g(x) > 0

na P (2, 3). Z v¥ty lim
x→2

2

(x− 2)2
= ∞

(c) limx→4
x2

x2−16

�e²ení: (P°íklad p°evzat tu: http://www2.gcc.edu/dept/math/faculty/Bancr
oftED/teaching/handouts/limit_examples_from_class.pdf)
Máme f(x) = x2, limx→4+ f(x) = 16 > 0. Navíc g(x) = x2−16, g(x) > 0 na (4, 5).

Z v¥ty je lim
x→4+

x2

x2 − 16
= ∞.

Zleva pak g(x) = x2 − 16, g(x) < 0 na (3, 4). Z v¥ty je lim
x→4+

x2

x2 − 16
= −∞.

Záv¥r: limita neexistuje.
(d) limx→−3

x2−2x−3
x2+6x+9

�e²ení: (P°íklad p°evzat tu: http://www2.gcc.edu/dept/math
/faculty/BancroftED/teaching/handouts/limit_examples_from_class.pdf)
Limitu lze rozloºit

lim
x→−3

x2 − 2x− 3

x2 + 6x+ 9
= lim

x→−3

(x− 3)(x+ 1)

(x+ 3)2
.

Nyní lze psát f(x) = (x−3)(x+1), limx→−3 f(x) = 12 > 0. Navíc g(x) = (x+3)2,

g(x) > 0 na P (−3, 42). Z v¥ty lim
x→−3

(x− 3)(x+ 1)

(x+ 3)2
= ∞

(e) limx→0
1

sinx

�e²ení: Máme f(x) = 1, limx→0+ f(x) = 1 > 0. Navíc g(x) = sinx, g(x) > 0 na(
0, π2

)
. Z v¥ty je lim

x→0+

1

sinx
= ∞.

Zleva pak f(x) = 1, limx→0− f(x) = 1 > 0. Navíc g(x) = sinx, g(x) < 0 na(
−π

2 , 0
)
. Z v¥ty je lim

x→0−

1

sinx
= −∞.

Záv¥r: limita neexistuje.

0/0

5. Vytkn¥te výraz s ko°enem,

(a) limx→1
x2+3x−4
x2−2x+1

�e²ení: Rozloºíme na

lim
x→1

x2 + 3x− 4

x2 − 2x+ 1
= lim

x→1

(x− 1)(x+ 4)

(x− 1)(x− 1)
= lim

x→1

(x+ 4)

(x− 1)
.
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Podle p°edchozího cvi£ení dostaneme

lim
x→1+

(x+ 4)

(x− 1)
= +∞

a

lim
x→1−

(x+ 4)

(x− 1)
= −∞

Limita tedy neexistuje.
(b) limx→0

x3−2x2+x
2x3+x2−2x

�e²ení: Vytkneme

lim
x→0

x3 − 2x2 + x

2x3 + x2 − 2x
= lim

x→0

x

x
· x

2 − 2x+ 1

2x2 + x− 2

V OAL
=

0− 0 + 1

0 + 0− 2
= −1

2

(c) limx→1
x2+4x−5
(x−1)2

�e²ení: Rozloºíme

lim
x→1

x2 + 4x− 5

(x− 1)2
= lim

x→1

(x− 1)(x+ 5)

(x− 1)2
= lim

x→1

(x+ 5)

(x− 1)
.

Dle p°edchozího cvi£ení vyjde

lim
x→1+

(x+ 5)

(x− 1)
= ∞

a

lim
x→1−

(x+ 5)

(x− 1)
= −∞

Záv¥r: limita neexistuje.

(d) lim
x→1

x2 − 1

2x2 − x− 1
�e²ení: Platí, ºe (x2 − 1) = (x− 1)(x+ 1) a 2x2 − x− 1 = 2(x− 1)(x+ 1

2). Platí
tedy

lim
x→1

x2 − 1

2x2 − x− 1
= lim

x→1

(x− 1)(x+ 1)

2(x− 1)(x+ 1
2)

= lim
x→1

x+ 1

2x+ 1
=

2

3
.

(e) lim
x→1

x3 − 3x+ 2

x4 − 4x+ 3
�e²ení: Snadno se ov¥°í, ºe jedni£ka je ko°en, dokonce dvojnásobný. Vytknutím
dostaneme

lim
x→1

x3 − 3x+ 2

x4 − 4x+ 3
= lim

x→1

(x− 1)2(x+ 2)

(x− 1)2(x2 + 2x+ 3)
= lim

x→1

x+ 2

x2 + 2x+ 3
=

1 + 2

1 + 2 + 3
=

1

2
.

(f) lim
x→2

(x2 − x− 2)20

(x3 − 12x+ 16)10

Rozloºte polynomy na sou£in a pak teprve umocn¥te.

lim
x→2

(x2 − x− 2)20

(x3 − 12x+ 16)10
= lim

x→2

(x− 2)20(x+ 1)20

[(x− 2)2]10(x+ 4)10
= lim

x→2

(x+ 1)20

(x+ 4)10
=

320

610
=

310

210
.
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6. Spo£t¥te limity

(a) lim
x→∞

sinx

x
�e²ení: Pouºijeme v¥tu o dvou policajtech. Pro x > 0 máme

−1

x
≤ sinx

x
≤ 1

x
.

Protoºe limx→∞± 1
x = 0, tak i

lim
x→∞

sinx

x
= 0.

(b) lim
x→∞

e−x cosx

�e²ení: Pouºijeme v¥tu o dvou policajtech. Máme

−e−x ≤ e−x cosx ≤ e−x.

Protoºe limx→∞±e−x = 0, tak i

lim
x→∞

e−x cosx = 0.

(c) lim
x→0

x3 sin(x2)

�e²ení: Pouºijeme v¥tu o dvou policajtech. Pro x > 0 máme

−x3 ≤ x3 sinx2 ≤ x3

Pro x < 0 máme
x3 ≤ x3 sinx2 ≤ −x3

Dohromady m·ºeme psát
0 ≤ |x3 sinx2| ≤ |x3|

Protoºe limx→0 |x3| = 0, tak i

lim
x→0

x3 sin(x2) = 0.

(d) lim
x→∞

x+ sinx

x− sinx
�e²ení: Vytkneme nejrychlej²í £len:

lim
x→∞

x+ sinx

x− sinx
= lim

x→∞

1 + sinx
x

1− sinx
x

V OAL
=

1 + 0

1− 0
= 1.

Limita limx→∞ sinx/x = 0 podle prvního p°íkladu.

(e) lim
x→0+

x cos

(
x+ 3√
x− 1

)
�e²ení: Pouºijeme v¥tu o dvou policajtech. Máme

−x ≤ x cos

(
x+ 3√
x− 1

)
≤ x

Protoºe limx→0±x = 0, tak i

lim
x→0

x cos

(
x+ 3√
x− 1

)
= 0.
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(f) lim
x→∞

ex + e−x

ex − e−x

�e²ení: Vytkneme nejrychlej²í £len

lim
x→∞

ex + e−x

ex − e−x
= lim

x→∞

1 + e−2x

1− e−2x

V OAL
=

1 + 0

1− 0
= 1.

(g) lim
x→∞

(2 + cosx)

�e²ení: Limita neexistuje:

(h) lim
x→∞

x+ sinx

�e²ení: Z jednoho policajta

x− 1 ≤ x+ sinx

Navíc
lim
x→∞

x− 1 = ∞,

tedy i
lim
x→∞

x+ sinx = ∞.

(i) lim
x→∞

ex cosx

�e²ení: Limita neexistuje. Graf (na obr. je kv·li názornosti funkce ex cos(8x),
ale my²lenka je stejná):

(j) lim
x→0

x2

ex

�e²ení:

lim
x→0

x2

ex
V OAL
=

0

1
= 0.
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(k) lim
x→∞

x

sinx
�e²ení: Limita neexistuje. Funkce x

sinx není de�nována v bodech kπ. Coº zna-
mená, ºe pro dané ε nejsme schopni najít ºádné δ-okolí bodu ∞, kde by funkce
byla de�novaná. Kv·li tomu ov²em nedokáºeme ov¥°it de�nici limity.

7. Spo£t¥te limity

(a) lim
x→∞

x3 − x2 + 3x− 8

�e²ení: Vytkneme

lim
x→∞

x3 − x2 + 3x− 8 = lim
x→∞

x3
(
1− 1

x
+

3

x2
− 8

x3

)
V OAL
= ∞(1− 0 + 0− 0) = ∞.

(b) lim
x→∞

√
x2 + 1

x
�e²ení: Vytkneme

lim
x→∞

√
x2 + 1

x
= lim

x→∞

x

x
·

√
1 + 1

x2

1

V OAL
=

1

1
= 1

Limita limx→∞

√
1 + 1

x2 se spo£ítá pomocí limity sloºené funkce. Vnit°ní funkce je

g(x) = 1 + 1
x2 , vn¥j²í f(y) =

√
y. Pro limity platí

lim
x→∞

1 +
1

x2
= 1 + 0 = 1

a
lim
y→1

√
y =

√
1 = 1.

Platí podmínka (S): vn¥j²í funkce f(y) =
√
y je spojitá v bod¥ 1.

(c) lim
x→∞

√
x+ 2−

√
x

�e²ení:

Roz²í°íme

lim
x→∞

√
x+ 2−

√
x lim

x→∞

x+ 2− x√
x+ 2 +

√
x

V OAL
=

2

∞+∞
= 0.

Platí, ºe limx→∞
√
x+ 2 = ∞ protoºe g(x) = x+2, f(y) =

√
y. Navíc limx→∞ g(x) =

∞ + 2 = ∞ a limy→∞ = ∞. Platí podmínka (P), protoºe x + 2 ̸= ∞ na okolí
P (∞, 1).

(d) lim
x→−∞

√
x2 + 1

x
�e²ení: Vytkneme

lim
x→−∞

√
x2 + 1

x
= lim

x→−∞

|x|
x
·

√
1 + 1

x2

1
= lim

x→−∞

−x

x
·

√
1 + 1

x2

1
= lim

x→−∞
−1·

√
1 + 1

x2

1
= −1.

(e) lim
x→∞

√
x+ 2 +

√
x

�e²ení:

lim
x→∞

√
x+ 2 +

√
x

V OAL
= ∞+∞

Matematická analýza 1, 2024/25, Kristýna Kuncová 7



(f) lim
x→0

√
x+ 1− 1

x
�e²ení: Roz²í°íme

lim
x→0

√
x+ 1− 1

x
= lim

x→0

x+ 1− 1

x(
√
x+ 1 + 1)

= lim
x→0

1

(
√
x+ 1 + 1)

V OAL
=

1

1 + 1
=

1

2
.

(g) lim
x→−2

3
√
x− 6 + 2

x3 + 8
�e²ení: Roz²í°íme

lim
x→−2

3
√
x− 6 + 2

x3 + 8
= lim

x→−2

x− 6 + 23

( 3
√
(x− 6)2 − 2 3

√
x− 6 + 22)(x3 + 8)

= lim
x→−2

x+ 2

( 3
√
(x− 6)2 − 2 3

√
x− 6 + 4)(x+ 2)(x2 − 2x+ 4)

= lim
x→−2

1

( 3
√
(x− 6)2 − 2 3

√
x− 6 + 4)(x2 − 2x+ 4)

V OAL
=

1

(4 + 4 + 4)(4 + 4 + 4)
=

1

144
.

(h) lim
x→∞

x(
√
x2 + 1− x)

�e²ení: Roz²í°íme

lim
x→∞

x(
√

x2 + 1−x) = lim
x→∞

x√
x2 + 1 + x

= lim
x→∞

x

x
· 1√

1 + 1
x2 + 1

V OAL
=

1

1 + 1
=

1

2
.

8. Spo£t¥te limity

(a) lim
x→1

xm − 1

xn − 1
, kde m,n ∈ N

�e²ení: Rozloºíme

lim
x→1

xm − 1

xn − 1
= lim

x→1

(x− 1)(xm−1 + xm−2 + . . .+ x+ 1)

(x− 1)(xn−1 + xn−2 + . . .+ x+ 1)
= lim

x→1

xm−1 + xm−2 + . . .+ x+ 1

xn−1 + xn−2 + . . .+ x+ 1
=

m

n
.

(b) lim
x→1

x+ x2 + . . .+ xn − n

x− 1
, kde n ∈ N

�e²ení: �íslo n tu hraje roli pevn¥ daného £ísla, parametru. Postupnými rozklady
dostaneme

lim
x→1

x+ x2 + . . .+ xn − n

x− 1
= lim

x→1

(x− 1) + (x2 − 1) + (x3 − 1) + . . .+ (xn − 1)

x− 1
=

= lim
x→1

1 + (x+ 1) + (x2 + x+ 1) + (x3 + x2 + x+ 1) + . . .+ (xn−1 + xn−2 + . . .+ 1)

1
=

= lim
x→1

1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ n

1
=

n(n+ 1)

2
.

9. Najd¥te p°íklad funkce (sta£í obrázkem), která:
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(a) Nemá limitu v nekone£nu.
�e²ení: f(x) = cosx

(b) Nemá limitu v £ísle 3.
�e²ení: f(x) = 1

x−3

(c) Má v nekone£nu limitu nekone£no.
�e²ení: f(x) = x

(d) Má v nekone£nu limitu -2.
�e²ení: f(x) = −2 + 1

x

(e) Nemá limitu v 0, ale její absolutní hodnota ano.
�e²ení: f(x) = sgn x

(f) Není spojitá v 0.
�e²ení: f(x) = sgn x

(g) Je nespojitá v nekone£n¥ mnoha bodech.
�e²ení: f(x) = tanx

(h) Má vlastní limitu v nekone£nu a je rostoucí.
�e²ení: f(x) = arctanx

10. Pro£ ten vtip není dob°e?

Figure 1: https://kityates.com/public-engagement/

�e²ení: Protoºe limx→8
1

x−8 neexistuje - zprava je ∞ a zleva −∞.

11. Nech´ a ∈ R∗. Rozhodn¥te zda platí:
a) Nech´ je limx→a f(x) = ±∞. Potom limx→a

1
f(x) = 0.

�e²ení: Ano - aritmetika limit.
b) Nech´ je limx→a f(x) = 0. Potom je bu¤ limx→a

1
f(x) = +∞ nebo limx→a

1
f(x) = −∞.

�e²ení: Ne - nap°. pro funkci f(x) = x v 0 dostaneme limx→0
1
x ̸ ∃.

c) Nech´ je limx→a f(x) = 0 a f ̸= 0 na n¥jakém prstencovém okolí a. Potom je
limx→a

1
|f(x)| = +∞.

�e²ení: Tvrzení platí. Jde-li f(x) → 0 v bod¥ a, pak pro libovolné ε > 0 existuje
prstencové okolí bodu a tak, ºe |f(x)| < ε. Je-li nyní K > 0, pak existuje ε > 0 tak, ºe
K < 1

ε a podle p°edchozího najdeme prstencové okolí a tak, ºe 1
|f(x)| >

1
ε > K pro x z

tohoto prstencového okolí.
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d1) Nech´ je limx→a f(x) = 0. Potom vºdy existují ob¥ jednostranné limity limx→a+
1

f(x)

a limx→a−
1

f(x) , nemusí se v²ak rovnat.

�e²ení: Tvrzení neplatí. Sta£í vzít f ≡ 0 - pak 1/f není de�nována, nelze jí tedy
po£ítat limitu.
d2*) Co kdyº navíc poºadujeme, aby f(x) ̸= 0 na n¥jakém prstencovém okolí bodu a ?
�e²ení:

Tvrzení neplatí. Uvaºte p°íklad funkce f(x) = x sin 1
x , která v nule konverguje do nuly

(je to nulová krát omezená) a tuto funkci p°ede�nujme f( 1
nπ ) =

(−1)n

nπ , kde n jsou celá
£ísla (tedy v nulových bodech sinu). Potom z odhadu |f(x)| ≤ |x| op¥t plyne konvergence
do nuly a funkce je dokonce r·zná od nuly na R. P°itom 1

f nabývá libovoln¥ velkých i
libovoln¥ malých hodnot na jakémkoli jednostranném okolí nuly.

12. Spo£t¥te limity

(a) lim
x→∞

√
x+

√
x+

√
x

√
x+ 1

�e²ení:

Vytknutím dostaneme

lim
x→+∞

√
x+

√
x+

√
x

√
x+ 1

= lim
x→∞

√
x√
x
·

√
1 +

√
1
x +

√
1
x3√

1 + 1
x

= 1.

(b) lim
x→+∞

√
x+ 3

√
x+ 4

√
x√

2x+ 1
�e²ení:

Vytknutím dostaneme

lim
x→∞

√
x+ 3

√
x+ 4

√
x√

2x+ 1
= lim

x→∞

√
x√
x
·
1 + 6

√
1
x + 4

√
1
x√

2 + 1
x

=
1√
2
.

(c) lim
x→4

√
1 + 2x− 3√

x− 2

�e²ení:

Roz²í°ením dostaneme

lim
x→4

√
1 + 2x− 3√

x− 2
= lim

x→4

√
1 + 2x− 3√

x− 2
·
√
x+ 2√
x+ 2

·
√
1 + 2x+ 3√
1 + 2x+ 3

=

= lim
x→4

1 + 2x− 9

x− 4
·

√
x+ 2√

1 + 2x+ 3
= lim

x→4

2(x− 4)

x− 4
·

√
x+ 2√

1 + 2x+ 3
= lim

x→4
2

√
x+ 2√

1 + 2x+ 3

= 2 · 2 + 2

3 + 3
=

4

3
.

(d) lim
x→a+

√
x−

√
a+

√
x− a√

x2 − a2
, kde a > 0
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�e²ení:

Úpravou dostaneme

lim
x→a+

√
x−

√
a+

√
x− a√

x2 − a2
AL
= lim

x→a+

1√
x+ a

·
√
x−

√
a+

√
x− a√

x− a
=

= lim
x→a+

1√
x+ a

·
(√

x−
√
a√

x− a
+ 1

)
AL
=

1√
2a

(0 + 1) =
1√
2a,

nebo´

lim
x→a+

√
x−

√
a√

x− a
= lim

x→a+

√
x−

√
a√

x− a
·
√
x+

√
a√

x+
√
a
= lim

x→a+

x− a√
x− a

· 1√
x+

√
a
=

= lim
x→a+

√
x− a

1
· 1√

x+
√
a

AL
=

0

1
· 1√

2a
= 0.

(e) lim
x→+∞

(√
x+

√
x+

√
x−

√
x

)
�e²ení:

Po£ítejme

lim
x→∞

(√
x+

√
x+

√
x−

√
x

)
= lim

x→∞

x+
√

x+
√
x− x√

x+
√

x+
√
x+

√
x
=

= lim
x→∞

√
x+

√
x√

x+
√
x+

√
x+

√
x
=

vytknutím
√
x v £itateli i jmenovateli a krácením dostaneme

= lim
x→∞

√
1 +

√
1
x√

1 +

√
1
x +

√
1
x3 + 1

=
1

2
.

(f) lim
x→0+


√√√√1

x
+

√
1

x
+

√
1

x
−

√√√√1

x
−

√
1

x
+

√
1

x


�e²ení:

Roz²i°ujeme.

lim
x→0+

1
x +

√
1
x +

√
1
x −

(
1
x −

√
1
x +

√
1
x

)
√

1
x +

√
1
x +

√
1
x +

√
1
x −

√
1
x +

√
1
x

= lim
x→0+

√
1
x +

√
1
x +

√
1
x +

√
1
x√

1
x +

√
1
x +

√
1
x +

√
1
x −

√
1
x +

√
1
x
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Vytknutím
√

1/x v £itateli i jmenovateli a zkrácením dostaneme

= lim
x→0+

√
1 +

√
x+

√
1 +

√
x√

1 +
√
x+

√
x3 +

√
1−

√
x+

√
x3

=
2

2
= 1.

V p°íkladu je moºné i provést substituci 1
x = y. (Technicky jde o VOLSF.) P°itom je

d·leºité, ºe p·vodní limita je jednostranná, totiº ºe x → 0+, a proto y = 1
x → +∞.

P°íklad se pak p°evede na výpo£et

lim
y→+∞

(√
y +

√
y +

√
y −

√
y −

√
y +

√
y

)

(g) lim
x→+∞

x1/3
[
(x+ 1)2/3 − (x− 1)2/3

]
�e²ení:

Roz²í°ením dostaneme

lim
x→∞

x1/3[(x+1)2/3−(x−1)2/3] = lim
x→∞

x1/3· (x+ 1)2 − (x− 1)2

(x+ 1)4/3 + (x+ 1)2/3(x− 1)2/3 + (x− 1)4/3
=

= lim
x→∞

4x · x1/3

(x+ 1)4/3 + (x+ 1)2/3(x− 1)2/3 + (x− 1)4/3
=

= lim
x→∞

4

(1 + 1
x)

4/3 + (1 + 1
x)

2/3(1− 1
x)

2/3 + (1− 1
x)

4/3

AL
=

4

1 + 1 + 1
=

4

3
.
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