10. cviceni — Limita funkce

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
Priklady
Z grafu
1. (a) limg_eox = 00 (k) limg_yo0 €* = 00
(b) limg s oo 2? = 00 (1) limg—_ooe® =0
(¢) limg_y oo 23 = —00 (m) lim, ,ooe ™ =0
(d) limg—y00 v/ = 00 (n) limg_04 logz = —00
(e) limg—oq /2 =0 (0) limy oo sinz A
(f) limg_ oo % =0 (p) limg_gcosz =1
(g) limgs 0o =0 (@) limyz 4 tgz = —o0
(h) limg_0 % A (r) lim,_,z_tgz = o0
(i) limgy—— oo m—lg = (s) limy_04 cotx = oo
(j) limg_0 ;712 = 00 (t) limgy—o— cotx = —00

Z definice

2. Urcete z definice nasledujici limity (¢i jejich neexistenci)

(a)

lim, ,o(x +2) =4
Reseni: Je f(z) = x4 2. Zvolme £ > 0. Pomoci tohoto ¢ staci uréit § > 0 takové,
aby vSechna x z prstencového okoli (2 — 4,24 6) \ {2} bodu 2 spliiovala nerovnost

lf(x) —4|<ee|(z+2) -4 <ece |z -2 <e (%)

Tuto nerovnici umime vyfesit. Jejim feSenim jsou v8echna z z intervalu (2—e, 2+-¢).
Z toho je vidét, ze stadi poloZit § = ¢, nebot potom

r€(2-0,249) = xz€(2—¢,2+¢) = x spliuje nerovnici (x)
= tvrzeni o limité je dokazéano.
Regeni: Volme ¢ > 0. Chceme najit K takové, aby pro viechna z > K bylo

T
r+1

—1’<5.

Nerovnici upravime na vhodné&jsi tvar pro jeji feseni.

T
r+1

x—(x+1)
rx+1

—1’<5<:>

-1 1
eew|—F|<ee=m|—| <eE.
|<colZ]<e ||

Protoze pro x hleddme okoli 400, mtzeme se omezit na kladnd x a tim zrusit
absolutnf hodnotu. Pak je vidét, Ze pfi tomto omezen{ jsou feSenim rovnice vSechna
x kladn4 takova, ze +1 > % atedy x > %— 1. Staci tedy volit libovolné K > %— 1
(popiipadé K > 0, pokud % <1).
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(C) hmm_)g ﬁ = 400

Regeni: Volme K reilné a omezme se na K > 0. Chceme najit § tak, aby pro
vBechna = € (2 — 0,2+ 0) \ {2} platilo, ze

1
>K&e|lr—2 < —.
>Kelr-2< 5

|z =2

Odtud vyplyva, ze sta¢i volit libovolné kladné § < %

(d) limgo L A

Reseni: V bod& nula funkce 1 nemize mit limitu, protoze 1 < = na (—4,0)
a % > % na (0,0). Pro kazdé realné ¢islo L tedy najdeme ¢ tak, ze L nelezi v
f(=9,+9). Je-li pak L kladné nekonetno, potom U = (1,+00) je okolim L, ale
f(=9,+9) neni podmnozinou U dokonce pro zadné § > 0 (obsahuje totiz také
zaporna ¢isla). Obdobné vylou¢ime zaporné nekonecéno.

Vygetiime tedy jednostranné limity. Protoze hodnoty % se zvetsuji, jdeme-li k nule
zprava, mame podezieni, Ze limita zprava bude +o0o. Chceme tedy dokazat, Ze pro
libovolné K > 0 existuje 6 > 0 tak, ze f(z) > K, pokud x € (0,0). Bud tedy
K > 0 libovolné realné ¢islo. ReSenim nerovnice (uvédomte si, e z, K > 0)

1 1
f(x)ZK@;ZK@xgﬁ,
dostavame, Ze stadi volit § < % Tim je ditkaz hotov, lim, o4+ % = 400.
Dtkaz, ze limg, o % = —o0, by probihal obdobné. Neexistence limity v nule pak
téZ plyne z nerovnosti jednostrannych limit.
(e) limyo1sind A
Reseni: Volme libovolné pravé prstencové okoli nuly (0,d). Uvazme body z, = n%r
Je-li n dost velké (- < §), pak z, € (0,0) a sinz,, = 0. Uvazme jests body

Ym = m Opét pro m dost velké (m < 6)jeym € (0,0) asiny, =1. Je

tedy vidét, ze v libovolném okoli (0, ) najdeme body, v nichz funkce sin% nabyva
hodnot nula a jedna, limita zprava tedy nemiize existovat. Diikaz neexistence limity
zleva probiha analogicky, jen u pfed z, a y,, napiSeme minus.

3z+2 _ 3:3+2 _ 11

limg 3 2705 = 2507 = =

limx_)% tgr =tan ] =1

: 1 1
lim, o0 @12 — “gﬂ =0

)
)
)
d) lim, s (2 +3)%? = (—00) - (—00) = 0
)
)
)

hmxﬁoo _83_g; — o« :O?;n =0

: 1 _owly
limg 00 logz+1 = oo 0

limg oo VT + 24 /2 = 00+ 00

1/0

4. Spoctéte limity, p¥ip. jednostranné limity.
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(a) limx_>5 %75
Regeni: Dle Véty 4, aplikovanou na jednostranné limity. Zprava:
f(z) =6, limgy54 f(z) =6,6 >0. g(zr) =2 —5, limy51 g(x) =0, x —5 > 0 na
(5,5 +1). Tedy lim, 54 £ = oc.
Zleva: f(x) = 6, limyy5_ f(z) = 6, 6 > 0. g(x) = v — 5, limy_5_g(z) = 0,
£ —5<0na (5—1,5). Tedy lim,_,5_ 5 = —o0.
Zévér: lim
=5 T —
(b) hm:v—>2 ﬁ
Regeni: Mame f(z) = 2, lim,_,» f(z) = 2 > 0. Navic g(z) = (z — 2)%, g(z) > 0

2

neexistuje.
5

. 2
(¢) limg 4 "5

Reseni: (Piiklad pievzat tu: http://www2.gcc.edu/dept/math/faculty/Bancr

oftED/teaching/handouts/limit_examples_from_class.pdf)

Mame f(x) = 22, lim, 4, f(x) = 16 > 0. Navic g(z) = 22— 16, g(x) > O na (4,5).
2

Z véty je lim

5 = 00.
z—4+ = — 16

72

Z1 k =22 - 16 0 na (3,4). Z véty je li =

eva pak g(z) =z , 9(x) < 0na (3,4). Z véty je Jim
Zavér: limita neexistuje.

(d) limg—,_3 gi;ggg Regeni: (Priklad pfevzat tu: http://www2.gcc.edu/dept/math
/faculty/BancroftED/teaching/handouts/limit_examples_from_class.pdf)

Limitu lze rozlozit

.22 —2r-3 . (z=3)(z+1)
lim ———— = lim ———F———=.
=322 4+6x+9 z--3 (x+3)2

Nyni lze psat f(z) = (x —3)(z+1), lim,_,_3 f(x) = 12 > 0. Navic g(z) = (z +3)?,
o o (=3)(@+1)
P(—3,42). Z 1 — " =
g(x) > 0 na P(—3,42). Z véty [im, @+ 3 00
() limg—o gz
Regeni: Mame f(x) =1, lim,_,o+ f(x) =1 > 0. Navic g(z) = sinz, g(z) > 0 na
x e s
(0.3). Z vety je xg%l+ sin
Zleva pak f(z) = 1, limyo— f(z) = 1 > 0. Navic g(z) = sinz, g(x) < 0 na
_z sty ie i
(=%,0). Z vety je x1—1>1(1)1— sin
Zavér: limita neexistuje.

= OQ.

= —OQ.

0/0

5. Vytknéte vyraz s kotfenem,

2
. 4374
(a) limg 1 550

ResSeni: Rozlozime na

. 22 4+3x—-4 . (z—1)(z+4)
lim ———— = lim ————< = lim .
=122 -2z +1 T—1 (1}—1)(33—1) z—1 ($—1)
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Podle piedchoztho cvi¢eni dostaneme

(x+4) — e
r—14+ ((1}—1) o
. 4
lim (z + ):—oo

T—1— (CE — 1)

Limita tedy neexistuje.

3 —2z%4x
23222z

Regeni: Vytkneme

lim, 0

=222+ oz 2222+ 1voar 0—0+1 1
lim ———— = lim — - = —
20223 + 22 —2x 290z 222+ —2 0+0—2 2

ResSeni: Rozlozime

. 2?44z -5 . (x—1)(z+5) .. (z+5)
lim —————— = lim —————— = lim .
z—1 (.Z' — 1)2 z—1 (x — 1)2 z—1 (.%' — 1)

Dle ptedchoziho cviceni vyjde

(x+5)
x—1>IZIll+ (x — 1) N

(x+5)
:ELI?* (.%' — 1) N

Zavér: limita neexistuje.
. 2 —1
lim ———
{Hl 202 —x — 1
ReSeni: Plati, ze (22 — 1) = (z —1)(z+1) a 222 =2 — 1 =2(z — 1)(z + 3). Plati
tedy
| . (z—=1D(z+1) . ox+1 2

lim ——— = =
1222 — 7 —1  asl 2z —1)(z + 1)

im =-.
z—12x +1 3

3 — 3z + 2
im ———
{Hl $4 —4x + 3
ReSeni: Snadno se ovéri, ze jednicka je kofen, dokonce dvojnasobny. Vytknutim
dostaneme

a?—3cx4+2 (r —1)%(x +2) . T+ 2 142 1

1. _— = = = = —,
ezt — 4z +3 ol (z—1)2@2 420 +3) o122 +22+3 1+2+3 2

) (1:2 —r— 2)20
lim —
T—2 (5[,‘3 — 122 + 16)10
Rozlozte polynomy na sou¢in a pak teprve umocnéte.
(22 — 2 —2)%0 - (z =22z 4+ 1) (z+1)*0 320 310

I s 12071600~ i [l = 2)0( £ 410 — A8 ;1 4)10 ~ 610 — 10
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6. Spoctéte limity
sin x

@ B

ReSeni: Pouzijeme vétu o dvou policajtech. Pro z > 0 mame

1 sinx 1
o< < -,
r T X
Protoze lim,_yoo :I:% =0, tak i
sinzx
lim =0.
r—00 T

(b) lim e *coszx
Tr—00

Regeni: Pouzijeme vétu o dvou policajtech. Mame

—e ¥ <e Tcosx <e .

Protoze lim,_,o, 7% =0, tak i

lim e *cosz = 0.
Tr—r0oQ0

(¢) lim 23 sin(z?)
z—0

Regeni: Pouzijeme vétu o dvou policajtech. Pro 2 > 0 mame
—® < 22 sin 22 < z°

Pro x < 0 mame
3

x° < 23 sin 22 < —z
Dohromady miizeme psat

0 < |2®sin2?| < |23
Protoze lim, ¢ |23 = 0, tak i

lim 22 sin(z?) = 0.
z—0

(d) lim T +sinz

z—00 ¥ — Sinx
ResSeni: Vytkneme nejrychlejsi ¢len:

1.

lim r+sinr lim 1+% voar 1+0
T00  —Sing — @—oo | — SinT 1-0

Limita lim,_,o sinz/z = 0 podle prvniho piikladu.
(e) lim xcos( G >

z—0+ \/5 -1

Regeni: Pouzijeme vétu o dvou policajtech. Mame

—x < x Ccos L—FB <z

Protoze lim,_,o +tx = 0, tak i

li co z+3 0
im T cos =0.
z—0 \/5—1
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X —XT
(f) lim ere”
z—oo el — e~ 7T
ReSeni: Vytkneme nejrychlejsi ¢len
e’ +e " 14+e 2 yoar 1+0

lim —— = lim ——— — =1
T—o0 ¥ — e~ 7% z—oo 1 — e 2% 1-0

(g) lim (2 + cosx)

T—00
ReSeni: Limita neexistuje:

9
s
7
6
5
4

B 7 6 5 4 3 2 1

T 2 3 4 5 6 7 8 5 10 11 12 13 14 15 16 17 18 15 20 21 22 23 24 25 26

o
1
2
3
-4
5
6
7
8

(h) lim = +sinz
Tr—r00

ReSeni: Z jednoho policajta
r—1<x+sinz

Navic

lim z — 1 = o0,
T—00

tedy i
lim z +sinx = oo.
Tr—00
(i) lim e®cosz
(Zi—)OO
ResSeni: Limita neexistuje. Graf (na obr. je kvuli nazornosti funkce e” cos(8x),
ale myglenka je stejna):

45

e cos(8 x) o,
P

-4 -35 -3 -z5 23 /i Rs5fo[ | o] s| 2] 25 B Bs| 4] 45 |5 |ss] 9 45 |7 |7 s [9 99 o fos|nfuf {2 |25
5
-1

a2
(j) lim —
z—0 e®
ResSeni: )
. z* voar O
lim — =" -=0.
z—0 e 1
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X

(k) lim —
z—00 sin x
Reseni: Limita neexistuje. Funkce ;— neni definovana v bodech k7. CoZ zna-
mend, Ze pro dané € nejsme schopni najit zadné Jd-okoli bodu oo, kde by funkce

byla definovana. Kvili tomu ovSem nedokazeme ovérit definici limity.

7. Spoctéte limity
(a) lim 2® —2® + 3z —8
Tr—00

Regeni: Vytkneme

T—00 T—00 2 3

1
lim 2% — 22+ 3z — 8 = lim « (1—+3—8> VO 01— 0+0-0) =

(b) lim Y1

T—00 T
ResSeni: Vytkneme

tim YL gy N L+ vor ] —1
T—300 x T s 1 1

Limita lim; 0 /1 + -7 se spocitd pomoci limity sloZené funkce. Vnitini funkce je
glx) =1+ 37127 vnéjsi ( ) = /y. Pro limity plati

1
Iml14+—==14+0=1

T—00 2

li =+v1=1
=1

Plati podminka (S): vnéjsi funkce f(y) = /¥ je spojita v bodé 1.
(c) lim vz +2—x

CIE'—)OO

ResSeni:

Rozsitime

r+2—-x voAarL 2
hm vVi+2-— hm = —— =0
\F oo \x +2 +\f 00 + 00

Plati, Ze lim; o vV + 2 = 00 protoze g(x) = 242, f(y) = /y. Naviclim, o g(z) =
00 + 2 = 00 a limy o = oco. Plati podminka (P), protoZze x + 2 # oo na okoli

P(o0,1).
241
(d) lim var+l
T——00 X

Regeni: Vytkneme

1
_ w2 +1 |z| \/1+x2 .~ 1+P \/
lim — TV

lim lim
T——00 T x% © T I e T 1 e
(e) lim vz +2+ Vx
Q:"—)OO
ResSeni:

im vz + 2+ vz V¥ o + o
r—r00
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(f) lim vet+l-1

:{HO x

ResSeni: Rozsitime
o WVr+1-1 . r+1-—1 . 1 voar 1 1
lim =lim —uonuou-——=1 = S

— 1m — I m— .
z—0 xX z—0 x(w/l‘—l—l—i-l) z—0 (\/x—|-1—|—1) 1+1 2

. Jr—6+2
(g) lim —a
T——2 o+ 8

ResSeni: Rozsifime

- Vr—6+2 xr—6+ 23

xli>—2 a3 + 8 7xl—l>n—12({’/(x—6)2—2\3/x—6+22)(a:3+8)
= lim z 2
v==2 (3 (2 —6)2 — 2z — 6 +4)(z + 2)(22 — 22 + 4)
= lim !
==2(3/(z —6)2 — 2z — 6 +4) (22 — 22 + 4)
VOAL 1 1

(4+4+4)(4+4+4) 144

(h) mliﬁn;():c(x/ z2+1-—1x)

ResSeni: Rozsifime

. . x . 1 voar 1 1
lim (V2% +1-2) = lim ———o = lim S Vel _° 2
Jm (Va4 1-w) = lim e = lim 2 Lo 1512
x
8. Spoctéte limity
™ —
(a) lim ———, kde m,n € N
=1 2" — 1
ReSeni: Rozlozime
™ —1 i (z—D(@™ 14+2m 24 . . +z+1) N e L I R A |
= lim =

lim

4224+ . +2"—n

(b) lim ,kden e N
:tvﬁl . T 1
Reseni: Cislo n tu hraje roli pevné daného &isla, parametru. Postupnymi rozklady
dostaneme
hmx—f—x2—|—...+x”—n i -+ @ -+ @ -D+...+@"—1) _
T—1 r—1 z—1 r—1

_hm1—|—(a:+1)+(:L‘2—i—:U—I—l)—|—(x3+x2—|—a:+1)—|—...—|—(x"_1+x”_2—|—...+1)

a=1 2" —1 a1 (x—1)(xz" T +azn 2+ .. +2+1) T R R BRI |

r—1 1

142+4344+...4n n(n+1)

= lim
rz—1 1 2

9. Najdéte priklad funkce (staci obréazkem), ktera:
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(a) Nemaé limitu v nekone¢nu.
Reseni: f(z) = cosz

(b) Nema limitu v &isle 3.
Regeni: f(z) = %73

(¢) Ma v nekone¢nu limitu nekoneéno.
Regeni: f(z) ==

(d) M& v nekone¢nu limitu -2.
Regeni: f(z) = -2+ 1

(e) Nemé limitu v 0, ale jeji absolutni hodnota ano.
Regeni: f(z) =sgn =

(f) Neni spojita v 0.
Regeni: f(z) =sgn z

(g) Je nespojita v nekone¢né mnoha bodech.
ReSeni: f(z) =tanz

(h) M4 vlastni limitu v nekone¢nu a je rostouci.
Regeni: f(z) = arctanz

10. Pro¢ ten vtip nen{ dobie?

Know your limits

1

lim ——— = oo.
r—8 T — &
Therefore

_ 1

lim —— =,
T30 & — &

Figure 1: https://kityates.com/public-engagement /

ReSeni: Protoze lim,_,g ﬁ neexistuje - zprava je oo a zleva —oo.
11. Necht a € R*. Rozhodnéte zda plati:
a) Necht je lim,_,, f(x) = £o0. Potom lim,_, ﬁ =0.

Regeni: Ano - aritmetika limit.

b) Necht je lim,_,, f(z) = 0. Potom je bud lim,_,, ﬁ = 400 nebo lim;_,, ﬁ = —00.

Reseni: Ne - napt. pro funkei f(z) = 2 v 0 dostaneme limm%()% A.

¢) Necht je limy, f(z) = 0 a f # 0 na néjakém prstencovém okoli a. Potom je
lvimz%a m = +00.

Reseni: Tvrzeni plati. Jde-li f(z) — 0 v bodé a, pak pro libovolné ¢ > 0 existuje
prstencové okoli bodu a tak, ze |f(z)| < e. Je-li nyni K > 0, pak existuje £ > 0 tak, 7Ze
K < % a podle pfedchoziho najdeme prstencové okoli a tak, Ze ﬁ > % > K pro x 7
tohoto prstencového okoli.

Matematické analyza 1, 2024/25, Kristyna Kuncova 9



d1) Necht je lim,_, f(z) = 0. Potom vzdy existuji obé jednostranné limity limg_,q4 ﬁ
alimg ,q— ﬁ, nemusi se v8ak rovnat.

ReSeni: Tvrzeni neplati. Stadi vzit f = 0 - pak 1/f neni definovana, nelze ji tedy
poditat limitu.

d2*) Co kdyz navic pozadujeme, aby f(x) # 0 na né&jakém prstencovém okoli bodu a 7
Regeni:

Tvrzeni neplati. Uvazte piiklad funkce f(z) = xsin %, kterd v nule konverguje do nuly
(je to nulova krat omezend) a tuto funkei pfedefinujme f(%) = %, kde n jsou cela
¢isla (tedy v nulovych bodech sinu). Potom z odhadu |f(x)| < |z| opét plyne konvergence
do nuly a funkce je dokonce rtizna od nuly na R. Pfitom % nabyva libovolné velkych 1
libovolné malych hodnot na jakémkoli jednostranném okol{ nuly.

12. Spoctéte limity

@) 1 T+ \xr+T

T—00 v+ 1
Reseni:
Vytknutim dostaneme

1+4/14+4/55
T+ \r+x i VT z z

T—+00 vo+1 _:ti)I{olo T 1+

lim Vot Vet ve
Tr—+00 \/m
Regeni:

Vytknutim dostaneme

(c) lim Y1122 =3

r—4 f -2
ResSeni:
Rozsifenim dostaneme

lim\/1+2x—3_hm\/1+2x—3 Vr+2 142243
z—4 f—2 a4 f—2 \/5"‘2 \/m+3_

_hm1+2x—9 VT +2 _hm2@pwg VI 42 ~ limo. YEt2 VT +2
a4 x—4 \/1+2x+3_x—>4 r—4 J1+2x+3 =24 J/14+2x+3
_,. 242 4
T 343 3
(@ tim YETVOEVTZa s

r—a+ A/ ‘T2 — a2
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(e)

(f)

Regeni:
Upravou dostaneme

i VI —a+ ToaAL o Vi—va+vVr—a _

T—a+ 2 — g2 T—a+ 1/;1:—|—a' T —a

=1 ( — H)_\/%(OH)_\/%,

1m —F—— = llin . = l1m . =
T—ra+ Tr—a T—a+ /T — a \/:E—l-\/a T=at /T — a \/5%—\/6

svat 1 JT+a

xll)lf@( x+\/x+\/§\/5>

ReSeni:
Pocitejme

lim( w—i-\/w—i-\/f—\/i)—lim rtVrtyrow =
T—00 T—r00
Ve+VT+VI+Vz
_ lim Va4

N A=y -S

vytknutim /z v Citateli i jmenovateli a kracenim dostaneme

, 1 1 1 1 1 \F
lim —+4/—+ —Al ===+
x—0+ X X X X X X

ResSeni:
Rozgifujeme.
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Vytknutim /1/x v ¢itateli i jmenovateli a zkracenim dostaneme

. VitV + 1+ 4z 2

H0+\/1+\/§+\/x>3+\/1—m:§:

V piikladu je moZné i provést substituci % = y. (Technicky jde o VOLSF.) P¥itom je
dilezité, ze ptivodn{ limita je jednostranné, totiz ze x — 0+, a proto y = % — 4-00.
Priklad se pak prevede na vypodcet

S (\/y+\/y+\/§—\/y—\/y+\/?§>

(g) lim z'/3 [(:z: +1)%3 — (z — 1)2/3]

T—r—+00
ResSeni:

Rozsifenim dostaneme

1.

. . +1)2 — (v —1)?
] 1/3 123 _(2—1)2/3] = 1 1/3. (z _
Jim z [(z+1) (z—1)7"] Jm O N B P § e P VT p Y VY
i 4z - /3
= 2500 (x4 )43 4+ (x +1)23(x — 1)2/3 + (z — 1)4/3 -
. 4 AL 4 4
= lim AL

e L+ D+ I+ DPPA- PP+ (-0~ T41+1 &
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