
1 CELÁ �ÁST

9. cvi£ení � Rekurentn¥ zadaná posloupnost, celá £ást
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1 Celá £ást

P°íklady

1. Spo£t¥te limity s celou £ástí

(a) lim
n→∞

[
√
n]√
n

�e²ení: Pouºijeme odhady
√
n− 1 < ⌊

√
n⌋ ≤

√
n

Platí

lim
n→∞

√
n− 1√
n

= lim
n→∞

1− 1√
n

1
= 1

a

lim
n→∞

√
n√
n
= 1.

Ze dvou policajt· pak i

lim
n→∞

[
√
n]√
n

= 1.

(b) lim
n→∞

[
1+

√
n

2

]
+
[
n
2

]
n

�e²ení: Odhadneme

1+
√
n

2 − 1 + n
2 − 1

n
≤

[
1+

√
n

2

]
+
[
n
2

]
n

≤
1+

√
n

2 + n
2

n
Limity:

lim
n→∞

1+
√
n

2 − 1 + n
2 − 1

n
= lim

n→∞

n
(√

n
n − 3

n + 1
)

2n
=

1

2
a

lim
n→∞

1+
√
n

2 + n
2

n
= lim

n→∞

n
(

1
n +

√
n
n + 1

)
2n

=
1

2
.

Ze dcou policajt· máme

lim
n→∞

[
1+

√
n

2

]
+
[
n
2

]
n

=
1

2
.

(c) lim
n→∞

n log n[
n
2

]
�e²ení: Máme odhad

2 log n =
n log n

n
2

≤ n log n[
n
2

] .

Protoºe limn→∞ 2 log n = ∞, tak i limn→∞
n logn

[n2 ]
= ∞ z v¥ty o uspo°ádání.
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1 CELÁ �ÁST

(d) lim
n→∞

n3 −
[

n3

100

]
· 100

√
n

�e²ení: (p°íklad p°evzat z https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyz

a.pdf)
Odhadneme

0 =
n3 − n3

100 · 100
√
n

≤
n3 −

[
n3

100

]
· 100

√
n

≤
n3 −

(
n3

100 − 1
)
· 100

√
n

=
100√
n

Protoºe i

lim
n→∞

100√
n

= 0,

tak ze dvou policajt· je

lim
n→∞

n3 −
[

n3

100

]
· 100

√
n

= 0.

(e) lim
n→∞

[
3
√

n3 + 8n2 − 3
√
n3 + 2n2

]
�e²ení: (p°íklad p°evzat z https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyz

a.pdf)
Výraz an = 3

√
n3 + 8n2 − 3

√
n3 + 2n2 lze upravit na

6n2

(n3 + 8n2)2/3 + (n3 + 8n2)1/3(n3 + 2n2)1/3 + (n3 + 2n2)2/3

=
6(

1 + 8
n

)2/3
+
(
1 + 8

n

)1/3 (
1 + 2

n

)1/3
+
(
1 + 2

n

)2/3
Limita:

lim
n→∞

6(
1 + 8

n

)2/3
+
(
1 + 8

n

)1/3 (
1 + 2

n

)1/3
+
(
1 + 2

n

)2/3 = 2

Protoºe limita je rovna 2, tak od jistého n0 máme an ≥ 1.
Protoºe máme nerovnost

3 <

(
1 +

8

n

)2/3

+

(
1 +

8

n

)1/3(
1 +

2

n

)1/3

+

(
1 +

2

n

)2/3

tak dále platí, ºe

an <
6

3
= 2.

Dohromady
lim
n→∞

[an] = 1.

(f) lim
n→∞

[
3
√
n3 + 8n2 − 3

√
n3 + 2n2

]
· (n

2 + n+ 1)10 − (n+ 1)20

(n2 + 1)10 − (n+ 1)20

�e²ení:
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1 CELÁ �ÁST

Prve spo£teme

lim
n→∞

(n2 + n+ 1)10 − (n+ 1)20

(n2 + 1)10 − (n+ 1)20

= lim
n→∞

(n20 + 10n19 + 55n18 + · · ·+ 1)− (n20 + 20n19 + 190n18 + · · · 1)
(n20 + 10n18 + · · ·+ 1)− (n20 + 20n19 + 190n18 + · · · 1)

= lim
n→∞

n19

n19
·
(
10 + 55

n + · 1
n19

)
−
(
20 + 190

n + · 1
n19

)(
10
n + · · · 1

n19

)
−
(
20 + 190

n + · · · 1
n19

) =
−10

−20
=

1

2
.

Pomocí p°edchozího p°íkladu a aritmetiky limit dostáváme

lim
n→∞

[
3
√

n3 + 8n2 − 3
√
n3 + 2n2

]
· (n

2 + n+ 1)10 − (n+ 1)20

(n2 + 1)10 − (n+ 1)20
= 1 ·

(
1

2

)
=

1

2
.

(g) lim
n→∞

[√
n3 + 1

]
+
[√

n3 − 1
]

n
√
1n + 2n + · · ·nn

�e²ení: (p°íklad p°evzat z https://reseneulohy.cz/cs/matematika/matemat

icka-analyza)
Prve odhadneme[√

n3 + 1
]
+
[√

n3 − 1
]
≥

√
n3 + 1 +

√
n3 − 1− 2 ≥

√
n3 + 1− 2 ≥

√
n3 − 2

a
n
√
1n + 2n + · · ·nn ≤ n

√
nn + nn + · · ·nn = n n

√
n

Dohromady máme [√
n3 + 1

]
+
[√

n3 − 1
]

n
√
1n + 2n + · · ·nn

≥
√
n3 − 2

n n
√
n

Navíc

lim
n→∞

√
n3 − 2

n n
√
n

= lim
n→∞

√
n− 2

n
n
√
n

= ∞.

Tedy z v¥ty o uspo°ádání je

lim
n→∞

[√
n3 + 1

]
+
[√

n3 − 1
]

n
√
1n + 2n + · · ·nn

= ∞

(h) lim
n→∞

[
4
√
n4 + 4n3 − n

]
�e²ení: (p°íklad p°evzat z https://reseneulohy.cz/cs/matematika/matemat

icka-analyza)
Prve roz²í°íme podle vzorce

an =
4
√
n4 + 4n3 − n =

4n3

4
√
(n4 + 4n3)3 + n 4

√
(n4 + 4n3)2 + n2 4

√
(n4 + 4n3) + n3

=
4

4

√(
1 + 4

n

)3
+ 4

√(
1 + 4

n

)2
+ 4

√(
1 + 4

n

)
+ 1
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Limita bez celé £ásti limn→∞ an = −/4 = 1.
Zárove¬ máme odhady

0 <
4

4

√(
1 + 4

n

)3
+ 4

√(
1 + 4

n

)2
+ 4

√(
1 + 4

n

)
+ 1

< 1

Celkem tedy

lim
n→∞

[
4
√

n4 + 4n3 − n
]
= 0

(i) lim
n→∞

n
√
n n
√

(n+ 1)n + nn+1

[
√
n] + [2

√
n] + · · ·+ [n

√
n]

�e²ení: (p°íklad p°evzat z https://reseneulohy.cz/cs/matematika/matemat

icka-analyza)
Prve odhadneme

[
√
n]+[2

√
n]+· · ·+[n

√
n] ≥

√
n−1+2

√
n−1+· · ·−1+n

√
n−1 =

√
n
n(n+ 1)

2
−n

a

[
√
n] + [2

√
n] + · · ·+ [n

√
n] ≤

√
n+ 2

√
n+ · · ·+ n

√
n =

√
n
n(n+ 1)

2
.

Dohromady

n
√
n n
√

(n+ 1)n + nn+1

√
nn(n+1)

2

≤
n
√
n n
√
(n+ 1)n + nn+1

[
√
n] + [2

√
n] + · · ·+ [n

√
n]

≤
n
√
n n
√

(n+ 1)n + nn+1

√
nn(n+1)

2 − n

Spo£teme limity

lim
n→∞

n
√
n n
√

(n+ 1)n + nn+1

√
nn(n+1)

2

= lim
n→∞

2 n
√
(n+ 1)n + nn+1

(n+ 1)
= lim

n→∞
2 n

√
(n+ 1)n + nn+1

(n+ 1)n

= lim
n→∞

2 n

√
1 + n

(
n

n+ 1

)n

Aplikujeme dva policajty:

2 n

√
1 + n

(
n

n+ 1

)n

≤ 2 n
√
1 + n ≤ 2

n
√
2n → 2 · 1,

z druhé strany

2 n

√
1 + n

(
n

n+ 1

)n

≥ 2
n
√
1 → 2 · 1.

Tedy

lim
n→∞

n
√
n n
√
(n+ 1)n + nn+1

√
nn(n+1)

2

= 2.
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Limitu horního policajta spo£teme jako

lim
n→∞

n
√
n n
√

(n+ 1)n + nn+1

√
nn(n+1)

2 − n
= lim

n→∞

n
√
n n
√
(n+ 1)n + nn+1

√
nn(n+1)

2

· 1(
1− 2√

n(n+1)

) V OAL
= 2·1.

Záv¥r: ze dvou policajt·

lim
n→∞

n
√
n n
√

(n+ 1)n + nn+1

[
√
n] + [2

√
n] + · · ·+ [n

√
n]

= 2

(j) lim
n→∞

1

n2

n∑
k=1

[kx]

�e²ení: Z°ejm¥ platí, ºe kx− 1 ≤ [kx] ≤ kx, a protoºe

1

n2

n∑
k=1

(kx− 1) =
1

n2
(x(1 + . . .+ n)− (1 + . . .+ 1))

=
1

n2

(
x
n(n+ 1)

2
− n

)
= x

n(n+ 1)

2n2
− 1

n

n→+∞−−−−−→ x

2

a

1

n2

n∑
k=1

(kx) =
1

n2
(x(1 + . . .+ n)) =

1

n2

(
x
n(n+ 1)

2

)
= x

n(n+ 1)

2n2

n→+∞−−−−−→ x

2
,

je hledaná limita rovna x/2 podle v¥ty o 2 policajtech.

Teorie

2. Bu¤ dáno x ∈ (0,∞). Ozna£me [x] celou £ást £ísla x a {x} = x − [x] desetinný rozvoj
£ísla x. (Nap°íklad {π} = 0, 1415926 . . ..) Sestrojme posloupnost

{x}, {2x}, {3x}, . . . , {nx}, . . .

Dokaºte, ºe:
a) Je-li x celé, má posloupnost limitu 0.
b) Je-li x racionální necelé, tj. x = r/s, má posloupnost hromadné body 0, 1s ,

2
s , . . . ,

s−1
s .

c) Je-li x iracionální, vypl¬ují hromadné body posloupnosti celý interval [0, 1].
�e²ení:
a) Posloupnost je konstantní, nebo´ pro libovolné celé x je nx celé £íslo a tedy {kx} = 0.

b) Pro jednoduchost p°edpokládejme, ºe r, s jsou nesoud¥lná. Proto není moºné, aby

kterékoli z £ísel r
s ,

2r
s , . . . ,

(s−1)r
s bylo celé. Dokonce ani není moºné, abychom po d¥lení

s dostali stejný zbytek; kdyby tomu tak u dvou £ísel bylo, byl by d¥litelný jejich rozdíl.
To ale není moºné, do²lo by ke sporu s nesoud¥lností.
Pak uº sta£í uvaºovat jakékoli celé £íslo k ∈ Z. Pro n¥j platí {n r

s} = {(n+ks) rs}, a tedy
posloupnost obsahuje nekone£n¥ £len· rovných kterémukoli z �hromadných bod·�.

c) Nech´ a je libovolné £íslo z intervalu [0, 1] a volme 0 < ε < 1. Sta£í ukázat, ºe pro
takto libovoln¥ zvolené ε existuje £len posloupnosti {nθ}, který se od a li²í mén¥ neº o
ε.
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2 REKURENTN� ZADANÁ POSLOUPNOST

Podle následujícího p°íkladu lze nalézt p°irozená £ísla q, p tak, ºe |qθ − p| = ε1 < ε,
p°i£emº ε1 > 0, nebo´ θ není racionální. Mohou nastat dva p°ípady:
1. qθ − p = ε1. Potom {qθ} = ε1. Dále {2qθ} = 2ε1 aº po n¥jaké £íslo {kqθ} = kε1,
kde k je maximální takové, aby kε1 < 1. Kone£ná posloupnost zbytk· ε1, 2ε1, . . . , kε1
d¥lí interval (0, 1) na podinterválky délky ε1 a £íslo a do n¥kterého musí spadnout. Za
vhodné n pak sta£í vzít takové, aby nε1 byl hrani£ní bod interválku, do n¥hoº £íslo a
spadne. Potom je z°ejm¥ |{nqθ} − a| ≤ ε1 < ε.
2. qθ − p = −ε1. Postup je podobný, jenom s p°ihlédnutím k tomu, ºe qθ − p = −ε1,
a proto je {qθ} = 1 − ε1, {2qθ} = 1 − 2ε1 dtto. Tak se op¥t interval (0, 1) rozseká na
malé kousky atd.
Pomocný p°íklad. a) Nech´ θ ∈ R a t ∈ N. Potom existují celá £ísla pt, qt tak, ºe
|qtθ − pt| < 1

t . P°itom 0 < q ≤ t. Dokaºte.
b) Jestliºe θ je iracionální, je lim

t→∞
qt = +∞.

Návod: a) Ke kaºdému £íslu k = 0, 1, . . . , t najd¥me celé £íslo rk tak, ºe 0 ≤ kθ − rk < 1 (tzn.
rk = [kθ], kde [·] zna£í celou £ást £ísla uvnit°). Interval [0, 1] rozd¥líme na t interval·

I1 =

[
0,

1

t

)
, I2 =

[
1

t
,
2

t

)
, . . . , It =

[
t− 1

t
,
t

t

)
.

Poloºme xk = kθ − rk pro k = 0, 1, . . . , t. V²ech £ísel xk je celkem t + 1, a proto v n¥kterém z
interval· vý²e leºí alespo¬ dv¥ z nich, ozna£me je xk1 , xk2 , kde k1 < k2. Odtud plyne, ºe £íslo
|xk2

− xk1
| leºí v intervalu [0, 1

t ). Proto

0 ≤ |xk2 − xk1 | = |(k2 − k1)θ − (rk2 − rk1)| <
1

t

a sta£í poloºit q = k2−k1 a p = rk2
− rk1

. Zbývá ukázat, ºe 0 < q ≤ t. Ale to je z°ejmé, protoºe
k2 > k1 a zárove¬ ob¥ k nabývají hodnot men²ích neº t.

b) �ísla qt jsou p°irozená. Pokud by posloupnost nekonvergovala do nekone£na, muselo by
existovat nekone£n¥ mnoho p°irozených £ísel t1 < t2 < t3 < . . ., kterým by p°íslu²elo totéº q a
tím pádem nutn¥ také totéº p. Pak by bylo

|qθ − p| < 1

tn
=⇒ 0 ≤ |qθ − p| ≤ lim

t→∞

1

tn
= 0 =⇒ qθ − p = 0 =⇒ θ =

p

q
,

coº je spor s iracionalitou £ísla θ.

2 Rekurentn¥ zadaná posloupnost

P°íklady

1. Spo£t¥te limitu rekurentn¥ zadané posloupnosti

(a) a1 = 0, an+1 =
an+3

4
�e²ení:
P°íklad i s °e²ením máme odtud: https://users.math.cas.cz/~vanzura/SBIR8
.PDF

� Za p°edpokladu, ºe posloupnost má limitu, m·ºeme psát

L = lim
n→∞

an = lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

an + 3

4

AL
=

L+ 3

4

Odtud L = 1.
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2 REKURENTN� ZADANÁ POSLOUPNOST

� Posloupnost je omezená: Posloupnost je z°ejm¥ kladná.
Dále p°edpokládejme, ºe an ≤ 1. Pak

an+1 =
an + 3

4
≤ 1 + 3

4
= 1.

Z indukce pak plyne, ºe 0 ≤ an ≤ 1.

� Posloupnost je neklesající:
an ≤ an+1

an ≤ an + 3

4
4an ≤ an + 3

3an ≤ 3

an ≤ 1,

coº je pravda z p°edchozího kroku.

(b) a1 =
√
2, an+1 =

√
2 + an

�e²ení: Pro n-tý £len máme vzorec

an =

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2︸ ︷︷ ︸

n odmocnin

.

Posloupnost an je z°ejm¥ ost°e rostoucí, nebo´ nerovnost an+1 > an se lehce ov¥°í
(nap°. umocn¥ním). Dokáºeme, ºe an ≤ 2 pro libovolné n; umoc¬ováním na
druhou totiº postupn¥ dostáváme

an ≤ 2 ⇔

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2︸ ︷︷ ︸

n odmocnin

≤ 2 ⇔ 2 +

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2︸ ︷︷ ︸

n− 1 odmocnin

≤ 4 ⇔

⇔

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2︸ ︷︷ ︸

n− 1 odmocnin

≤ 2 ⇔ . . . ⇔
√
2 ≤ 2.

Protoºe posloupnost je monotónní a omezená, konverguje, tj. má vlastní limitu L.
Tuto limitu lze nyní navíc snadno spo£ítat, nebo´

lim an+1 = lim
√
2 + an

L =
√
2 + L

L = 2.

(c) a1 =
√
c, an+1 =

√
c+ an, kde c ≥ 0.

�e²ení:
P°íklad i s °e²ením máme odtud: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pick/an
alyza.pdf

Pro c = 0 je posloupnost konstant¥ nulová a tedy limn→∞ an = 0. Nech´ c > 0.
Z°ejm¥ platí, ºe an > 0 pro n ∈ N.
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2 REKURENTN� ZADANÁ POSLOUPNOST

� Za p°edpokladu, ºe posloupnost má limitu, m·ºeme psát (v¥ta o odmocnin¥)

L = lim
n→∞

an = lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

√
c+ an =

√
c+ L

Získáváme kvadratickou rovnici

L2 − L− c = 0.

Tedy

L =
1±

√
1 + 4c

2

Ale protoºe posloupnost je kladná, nem·ºe mít zápornou limitu 1
2(1−

√
1 + 4c).

Tedy L = 1+
√
1+4c
2 .

� Posloupnost je rostoucí: Indukcí.
Z°ejm¥ platí a1 < 12. Pak

an =
√
an−1 + c <

√
an + c = an+1.

Z indukce je tedy posloupnost {an} rostoucí.

� Posloupnost je shora omezená: Z°ejm¥ a1 <
√
c + 1. Ukáºeme indukcí, ºe

jestliºe an <
√
c+ 1, pak i an+1 <

√
c+ 1.

an+1 =
√
an + c <

√√
c+ 1 + c <

√
2
√
c+ 1 + c =

√
(
√
c+ 1)2 =

√
c+ 1.

(d) a1 = 10, an+1 = 6− 5
an

�e²ení:
P°íklad i s °e²ením máme odtud: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pick/an
alyza.pdf

� Za p°edpokladu, ºe posloupnost má limitu, m·ºeme psát

L = lim
n→∞

an = lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

6− 5

an

AL
= 6− 5

L

Získáváme kvadratickou rovnici

L2 − 6L+ 5 = 0.

Tedy
L1 = 1, L2 = 5.

� Posloupnost je zdola omezená:
Z°ejm¥ a1 > 5. Ukáºeme indukcí, ºe jestliºe an > 5, pak i an+1 > 5.

an+1 = 6− 5

an
> 6− 5

5
= 5.
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2 REKURENTN� ZADANÁ POSLOUPNOST

� Posloupnost je klesající:

an > an+1

an > 6− 5

an
a2n − 6an + 5

an
> 0

(an − 5)(an − 1)

an
> 0

Poslední °ádek, je ale pravdivý, protoºe uº máme an > 5.

Záv¥r: L = 5.

(e) a1 > 0, an+1 =
1

2

(
an +

1

an

)
. Dokaºte, ºe lim

n→∞
an = 1.

�e²ení: Ukáºeme, ºe posloupnost je omezená a monotónní, tedy konvergentní.
Ozna£íme-li potom její limitu L, potom musí platit

limxn+1 = lim
1

2

(
xn +

1

xn

)

L = lim
1

2

(
L+

1

L

)
odkud plyne, ºe

L = lim
1

2

(
L+

1

L

)
⇔ L =

1

L
⇔ L2 = 1.

Z°ejm¥ tedy limitou, pokud je posloupnost konvergentní, m·ºe být pouze £íslo
−1 nebo +1. Protoºe x0 > 0, jsou v²echny £leny posloupnosti nezáporné (díky
rekurentnímu vzorci), a tedy −1 nem·ºe být limitou, zbývá 1.
Zbývá dokázat konvergenci, tj. monotonii a omezenost. Podle nerovnosti mezi
aritmetickým a geometrickým pr·m¥rem (AG-nerovnost) vyplývá, ºe pro libovolné
a > 0 je

1

2

(
a+

1

a

)
≥

√
a · 1

a
= 1,

a tedy platí, ºe libovolný £len posloupnosti s výjimkou x0 je v¥t²í neº 1.

xn+1 − xn =
1

2

(
xn +

1

xn

)
− xn =

1

2

(
1− x2n
xn

)
≤ 0.

Odtud plyne, ºe posloupnost je klesající (p°i£emº ost°e, pokud 0 < x0 ̸= 1, nebo´
v AG-nerovnosti nastává rovnost pouze tehdy, d¥lá-li se pr·m¥r stejných £ísel). Z
toho, ºe posloupnost je od druhého £lenu klesající plyne, ºe je omezená, nebo´ platí,
ºe

0 < xn ≤ max{x0, x1}.

(f) Nech´ 0 ≤ a ≤ 1. a1 = 0, an+1 = an + 1
2(a− a2n).

�e²ení: Pokud a = 0, pak je posloupnost identicky nulová a limita je rovna 0.
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2 REKURENTN� ZADANÁ POSLOUPNOST

Nech´ tedy a ̸= 0 a nech´ 0 ≤ xn <
√
a. Tato nerovnost jist¥ platí pro x1. Pak

xn =
√
a− ε, kde ε ≤

√
a a protoºe platí, ºe

√
a ≤ 1, je také ε ≥

√
aε, a proto

xn+1 =
√
a− ε+

1

2
(a− (

√
a− ε)2) =

√
a− ε+

1

2
(2ε

√
a− ε2)

=
√
a+ (

√
aε− ε)− ε2 ≤

√
a− ε2 <

√
a.

P°itom máme xn+1 ≥ 0, protoºe pro xn <
√
a je p°ír·stek 1

2(a− x2n) kladné £íslo.
Indukcí jsme tak dokázali, ºe pokud xn <

√
a, potom také xn+1 <

√
a.

Tím jsme indukcí dokázali, ºe posloupnost je omezená a ºe pro kaºdé n p°irozené
platí, ºe 0 ≤ xn <

√
a. Z toho plyne, ºe posloupnost xn je rostoucí, protoºe

xn+1 − xn =
1

2
(a− x2n) > 0.

Z toho plyne, ºe posloupnost je konvergentní a existuje vlastní limita limxn = L.
Z toho plyne, ºe musí platit

limxn+1 = lim(xn +
1

2
(a− x2n)) ⇔ L = L+

1

2
(a− L2) ⇔ L2 = a ⇔ L = ±

√
a.

Protoºe ale v²echny £leny posloupnosti jsou kladné, p°ipadá v úvahu pouze L =
√
a.

Snadno se ov¥°í, ºe výsledek platí i pro speciální p°ípad a = 0.

(g) a1 = a, a2 = b, a < b. an+1 =
an+an−1

2 .
�e²ení:
P°íklad i s °e²ením máme odtud: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pick/an
alyza.pdf

i. Indukcí ukáºeme, ºe pro kaºdé n ∈ N je

a2n−1 < a2n+1 < a2n+2 < a2n

� Odhad pro n = 1: Protoºe a1 < a2, tak platí i

a3 =
a1 + a2

2
<

a2 + a2
2

= a2.

Dále

a3 =
a1 + a2

2
>

a1 + a1
2

= a1.

Pak

a4 =
a3 + a2

2
<

a2 + a2
2

= a2.

a

a4 =
a3 + a2

2
<

a3 + a3
2

= a3.

Tedy
a1 < 13 < a3 < a2

� P°edpokládejme, ºe pro pevné n ∈ N platí

a2n−1 < a2n+1 < a2n+2 < a2n.
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2 REKURENTN� ZADANÁ POSLOUPNOST

� Ukáºeme pro n+ 1.
Z induk£ního p°edpokladu máme

a2n+1 <
a2n+1 + a2n+2

2
= a2n+3

Odtud

a2n+3 =
a2n+1 + a2n+2

2
<

a2n+2 + a2n+3

2
= a2n+4

Op¥t z induk£ního p°edpokladu máme

a2n+3 =
a2n+1 + a2n+2

2
< a2n+2

Tedy

a2n+4 =
a2n+3 + a2n+2

2
< a2n+2

Dohromady
a2n+1 < a2n+3 < a2n+4 < a2n+2,

coº jsme cht¥li.

ii. Z nerovností vý²e máme, ºe poslounost {a2n} je klesající a posloupnost {a2n−1}
je rostoucí. Navíc platí a1 ≤ an ≤ a2, tedy ob¥ posloupnosti jsou omezené.
Tedy existují vlastní limity

lim
n→∞

a2n = A, lim
n→∞

a2n−1 = B,

kde A,B ∈ R.
Aplikujeme-li v¥tu o limit¥ vybrané posloupnosti na výraz

a2n+1 =
a2n−1 + a2n

2
,

dostaneme

B =
B +A

2
.

Tedy
A = B.

Protoºe ob¥ podposloupnosti mají stejnou limitu, máme i

lim
n→∞

an = A.

iii. Zbývá limitu vy£íslit. Ze zadání máme

2an+1 = an + an−1

an+1 − an = an−1 − an+1

Dosadíme hodnoty pro 2, 3, . . . , n:

a3 − a2 = a1 − a3

a4 − a3 = a2 − a4
...

an − an−1 = an−2 − an

an+1 − an = an−1 − an+1
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2 REKURENTN� ZADANÁ POSLOUPNOST

Se£teme rovnosti a získáme

an+1 − a2 = a1 + a2 − an − an+1

Po zlimit¥ní
A− a2 = a1 + a2 −A−A

Dohromady

A =
a1 + 2a2

3

2. Ur£ete limity z de�nice:

(a) an = n
n+1

�e²ení:
P°íklad i s °e²ením máme odtud: https://kag.upol.cz/mat1/texty/ch06/kapi
tola6.pdf

Poloºme A = 1. M¥jme libovolné ε > 0. Hledáme takové n0, ºe pro kaºdé n ≥ n0

je ∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ < ε.

Máme ∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ = 1

n+ 1

Po£ítejme
1

n+ 1
< ε

1

ε
< n+ 1

1

ε
− 1 < n

Pak sta£í poloºit n0 = ⌈1ε − 1⌉.
(b) an = 1

2n

�e²ení:
P°íklad i s °e²ením máme odtud: https://kag.upol.cz/mat1/texty/ch06/kapi
tola6.pdf

Poloºme A = 0. M¥jme libovolné ε > 0. Hledáme takové n0, ºe pro kaºdé n ≥ n0

je ∣∣∣∣ 12n − 0

∣∣∣∣ < ε.

Po£ítejme
1

2n
< ε

1

ε
< 2n

log2
1

ε
< n

Pak sta£í poloºit n0 = ⌈log2 1
ε⌉.
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(c) an = n2

�e²ení: Poloºme A = ∞. M¥jme libovolné K > 0. Hledáme takové n0, ºe pro
kaºdé n ≥ n0 je

n2 ≥ K.

Po£ítejme
n2 ≥ K

n ≥
√
K.

Pak sta£í poloºit n0 = ⌈
√
K⌉.
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