
1 CELÁ �ÁST

9. cvi£ení � Rekurentn¥ zadaná posloupnost, celá £ást
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1 Celá £ást

Teorie

De�nice 1. Nech´ x ∈ R. Potom £íslo k ∈ Z spl¬ující k ≤ x < k + 1 nazýváme celou £ástí

£ísla x a zna£íme ⌊x⌋ nebo [x].

Hinty

x− 1 < ⌊x⌋ ≤ x

⌊x⌋ ≤ x < ⌊x⌋+ 1

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

Algoritmus

K dispozici máme dva postupy:

1. Pouºijeme odhady x− 1 < ⌊x⌋ ≤ x a aplikujeme dva policajty.
Varianta: jde-li posloupnost k ∞, sta£í spodní policajt.

2. Pro typ limn→∞[an] (celá £ást kolem celé posloupnosti an): Spo£teme limn→∞ an = A,
A je typicky celé £íslo. Pak ukáºeme, zda jde ke své limit¥ shora (celé £ásti to neublíºí)
nebo zdola (celá £ást vyjde o 1 men²í).

P°íklady

1. Spo£t¥te limity s celou £ástí (zkou²kový je p°íklad (h), (g), (i))

(a) lim
n→∞

[
√
n]√
n

(b) lim
n→∞

[
1+

√
n

2

]
+
[
n
2

]
n

(c) lim
n→∞

n log n[
n
2

]
(d) lim

n→∞

n3 −
[

n3

100

]
· 100

√
n

(e) lim
n→∞

[
3
√
n3 + 8n2 − 3

√
n3 + 2n2

]
(f)` lim

n→∞

[
3
√
n3 + 8n2 − 3

√
n3 + 2n2

]
· (n

2 + n+ 1)10 − (n+ 1)20

(n2 + 1)10 − (n+ 1)20

(g)Q lim
n→∞

[√
n3 + 1

]
+
[√

n3 − 1
]

n
√
1n + 2n + · · ·nn

(h) lim
n→∞

[
4
√
n4 + 4n3 − n

]
(i) lim

n→∞

n
√
n n
√
(n+ 1)n + nn+1

[
√
n] + [2

√
n] + · · ·+ [n

√
n]

(j) lim
n→∞

1

n2

n∑
k=1

[kx], x ∈ R
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2 REKURENTN� ZADANÁ POSLOUPNOST

Teorie

2. Bu¤ dáno x ∈ (0,∞). Ozna£me [x] celou £ást £ísla x a {x} = x − [x] desetinný rozvoj
£ísla x. (Nap°íklad {π} = 0, 1415926 . . ..) Sestrojme posloupnost

{x}, {2x}, {3x}, . . . , {nx}, . . .

Dokaºte, ºe:

(a) Je-li x celé, má posloupnost limitu 0.

(b)P Je-li x racionální necelé, tj. x = r/s, má posloupnost hromadné body 0, 1s ,
2
s , . . . ,

s−1
s .

(c)** Je-li x iracionální, vypl¬ují hromadné body posloupnosti celý interval [0, 1].

3. Pomocný p°íklad k (c). Dokaºte:

(a)V Nech´ θ ∈ R a t ∈ N. Potom existují celá £ísla pt, qt tak, ºe |qtθ− pt| < 1
t . P°itom

0 < q ≤ t.
(b)♡ Jestliºe θ je iracionální, je lim

t→∞
qt = +∞.

(1f)Pouºijtehotovýp°íklad(1e)
(1g)

n√
1+2n+···+nn≤

n√
nn+nn+···nn

(2b)Uvaºujter,snesoud¥lnáazkoumejtezlomky
r
s,

2r
s,

3r
s,...

(3a)Pro£íslak=0,1,...,tpoloºmerk=⌊kθ⌋.Rozd¥lmeinterval[0,1]na£ástiodélce1/t.Zkoumejme£ísla
xk=kθ−rkakdeleºívintervalu.
(3b)Sporem.

2 Rekurentn¥ zadaná posloupnost

Teorie

De�nice 2. Nech´ {an} je posloupnost reálných £ísel a A ∈ R. �ekneme, ºe A je vlastní

limitou posloupnosti {an}, jestliºe

∀ ε > 0 ∃ n0 ∈ N ∀n ≥ n0, n ∈ N : |an −A| < ε.

Zna£íme limn→∞ an = A, lim an = A nebo an → A.
�ekneme, ºe posloupnost {an} má limitu rovnou ∞, jestliºe

∀K ∈ R ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : an > K.

V¥ta 3 (O limit¥ vybrané posloupnosti). Nech´ {an}n∈N je posloupnost reálných £ísel a
nech´ limn→∞ an = A. Nech´ posloupnost {bk}k∈N je vybraná z posloupnosti {an}n∈N. Pak
limk→∞ bk = A.

V¥ta 4 (Limita monotónní posloupnosti). Nech´ {an} je monotónní posloupnost. Pak existuje
limn→∞ an.

Je-li navíc {an} neklesající, pak limn→∞ an = sup{an : n ∈ N}. Je-li {an} nerostoucí, pak
limn→∞ an = inf{an : n ∈ N}.

D·sledek 5. Kaºdá neklesající shora omezená posloupnost je konvergentní. Podobn¥ kaºdá
nerostoucí zdola omezená posloupnost je konvergentní.
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2 REKURENTN� ZADANÁ POSLOUPNOST

Algoritmus

1. Ov¥°íme, ºe je posloupnost dob°e zadaná (ned¥líme 0, pod odmocninou není záporné
£íslo . . . ).

2. Napí²eme prvních pár £len· posloupnosti.
3. Spo£teme limitu pomocí v¥ty o limit¥ vybrané posloupnosti. Tento krok je na dluh

- funguje pouze za p°edpokladu, ºe posloupnost má limitu, coº musíme je²t¥ ukázat.
4. Ukáºeme, ºe je posloupnost monotónní (neklesající nebo nerostoucí). Neboli zda an ≤

an+1 nebo an ≥ an+1. Moºno p°evést i na otázku zda

(a) an − an+1 ≤ 0 (resp. an − an+1 ≥ 0),
(b) an

an+1
≤ 1 (resp. an

an+1
≥ 1). Dáváme pozor na znaménka.

N¥kdy pom·ºe indukce.
5. Ukáºeme, ºe posloupnost je omezená.

N¥kdy je dobrý nápad ukázat nejprve omezenost a aº potom monotonii.
6. Ud¥láme záv¥r.

Hinty

AG nerovnost: pro x1, x2, . . . , xn ≥ 0 platí

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

≥ n
√
x1x2 · · ·xn

P°íklady

4. Spo£t¥te limitu rekurentn¥ zadané posloupnosti

(a)P a1 = 0, an+1 =
an+3

4

(b)^ a1 =
√
2, an+1 =

√
2 + an

(c)♡ a1 =
√
c, an+1 =

√
c+ an, kde c ≥ 0.

(d)V a1 = 10, an+1 = 6− 5
an

- zkou²kový p°íklad

(e)N a1 > 0, an+1 =
1

2

(
an +

1

an

)
. Dokaºte, ºe lim

n→∞
an = 1.

(f)R* Nech´ 0 ≤ a ≤ 1. a1 = 0, an+1 = an + 1
2(a− a2n).

(g)@* a1 = a, a2 = b, a < b. an+1 =
an+an−1

2 .

5. Ur£ete limity z de�nice:

(a) an = n
n+1 (b) an = 1

2n (c) an = n2

(4a)rostoucí,an≤1
(4b)rostoucí,an≤2
(4c)rostoucí,an≤

√
c+1

(4d)an≥5,klesající
(4e)zAGnerovnosti:an≥1,klesající

(4f)nech´an=
√
a−ε,kdeε≤

√
a,pakan+1≤

√
a

an≥
√
a,rostoucí

(4g)ukaºte:a2n−1≤a2n+1≤a2n+2≤a2n
paka2njeklesající,paka2n−1jerostoucí,a1≤an≤a2
ukaºte:a3−a2=a1−a3,pakan+1−an=an−1−an+1.
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2 REKURENTN� ZADANÁ POSLOUPNOST

Figure 1: https://tomrocksmaths.com/2022/03/15/linear-recurrence-relations-and-how-to-solve-them/
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