7. cviceni — Limsup, liminf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Najdéte supremum, infimum, minimum a maximum néasledujicich mnozin v R:
Regeni:
inf | min | max | sup
N 1 1 A 00
(0;2] A 2 2
(0:1)NQ 0 | A A1
{x El;x > —\/6} -2 -2 A 00
{(—)'VmneN}y = | A | A |
{arctanz;z € R} | =5 | A A 5
{1-1neN} 0| A |1
L e N 0| 1 |1
{COS%;nGN} -1 -1 1 1
{CD™mineN) | oo | B | A | o

2. Uvedte piiklad mnoziny, kterd ma supremum, ale nemé maximum. Uvedte ptiklad
mnoziny, kterd m4 infimum, ale nema minimum.
Reseni: Napt. (0,1) v R.

3. Necht A, B C R. Co lze Fici o supremu a infimu nasledujicich mnozin ve vztahu k sup A4,
sup B a inf A, inf B?
Resgeni: Oznacme inf A =i4, inf B =i, sup A = s4, sup B = sp.

(a)
inf(AU B) = min{ia,ip}

sup(A U B) = max{sa, sp}

(b)
inf(AN B) > max{ia,ip}

sup(AN B) < min{sa,sp}

inf(A\ B) > iy
sup(A\ B) < s4

inf(AAB) > min{i,ip}
sup(AAB) < max{sa, sp}

inf(—A) = —s4
sup(—A) = —ia
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inf(A+ B) =is+ip
sup(A+ B) = s4 + s

inf(A—B) =i4— sp

sup(A — B) =s4 —ip

inf(A - B) = min{sasp, Saip,i4SB,14iB}
sup(A - B) = max{sasp, SAiB,1458,141B}
4. Spoctéte limitu, neexistuje-li, najdéte limes superior a inferior a hromadné body

(a) lim sin (n%)

n—o0
Regeni: Posloupnost postupné nabyva hodnot

V2 V2 V2 V2 V2

A O ) S . S R | St
2 b ) 2 ’O7 2 ) b 2 ’O’ )
Hromadné body:
2
{QiLivﬁ}
2
limsup a, = 1, liminf a,, = —1
: 1 n
(b) nlgl;o?) <1 — n) +2(-1)
Reseni: Pron =2k — 1, k=1,2,..., (tedy pro licha n) mame
limk — 03 2 lim 1 5 1
im 003 — —2=lim 1— =
2k — 1 k—o0 2k — 1
Pron =2k, k=1,2,..., (tedy pro suda n) mame
3 3
lim 3— — +2= lim 5— — = 5.
kggog 2k + kgrolo5 2k g

Hromadné body jsou {1,5}, limsupa,, = 5, liminf a,, = 1.
2n? + 2n + nsin 2n
im -
n—oo 1 .cos 3n + (2n + sindn)?
Reseni:
Vytkneme nejrychlejsi ¢len:

2n2 4+ 2n + nsin2n ) 2+%+Sin% 2 1

11m = 111m =
n—oo ncos3n + (2n +sindn)?2  noo cosdn 4sindn | sin?4n 4 2
( ) 350 4 4 4sindn 4 sin

Protoze limita existuje, tak hromadnym bodem je jen % a limsup a,, = liminf a, =

: _1
limy, 00 an = 3.
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(d)

lim (—1)"! (2 + 3)

n—oo E
ReSeni: Posloupnost neni konvergentni. M4 jen dva hromadné body, a to limity
vybranych podposloupnosti z9, = —(2 + %) a Tont1 = (24 ﬁ) Proto

lim sup x,, = 2, liminf x, = —2.

™ 14 (="

lim (=1) + + (=)

n—oco  n 2

ReSeni: Posloupnost méa jen dva hromadné body, a to limity vybranych pod-
posloupnosti xo, = % +1axopy1 = % Proto

limsupz, =1, liminf z, = 0.
: nm
lim 1+ coS —
n—00 n+1 2
Reseni: Uvazujme nejprve posloupnost b, = 17 cos “f. ProtoZe cos "5t nabyvé

popofadé hodnot 0, —1,0, 1, jsou nenulové pouze sudé ¢leny posloupnosti. Ty jsou

rovny
4dn + 2 4n

— —1 = — =
dn + 3 ' T 1
Liché ¢leny posloupnosti jsou nulové.
Hromadné body posloupnosti jsou tedy {—1,0,1} a

1.

Ton+2 = —

limsupb, =1, liminf b, = —1.
Pro posloupnost a, =1+ ;75 cos %5 pak mame hromadné body {0,1,2} a

lim sup b, = 2, liminf b, = 0.

n(n—1)
lim 14+ 2(-1)" 4 3. (1)
n—oo

Regeni: Clen n(n —1)/2 je sudy pro n = 4k a n = 4k + 1, naopak pro n = 4k + 2
an =4k + 3 je lichy. Posloupnost x,, tedy tvoi{ ¢tyii konstantni podposloupnosti:

Tyn = 1243 =2, xyp41 =14243 =6, x4p12=1-2-3=—-4, z4p43=14+2-3=0.

Z toho plyne, ze lim sup z,, = 6 a lim inf ,, = —4. Hromadné body jsou {—4,0,2,6}.

lim (cosmn)n

n—oo
Resent: Podposloupnosti x2,, = 2n a 29,41 = —2n—1 rostou do +o00, resp. klesaji
do —oo. Tedy

lim sup x,, = sup x,, = 400, lim inf z,, = inf z,, = —o0.

lim —n[2+ (—1)"]

n—oo
Reseni: Posloupnost je konvergentni, protoze —n[2 + (—1)"] < —n — —oc. Proto

lim sup z,, = liminf x,, = inf z,, = —o0.
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on(—1)"
6 tm 2EV L ve
n—oo n 4+ 1

Regeni: Pron=2k—1, k=1,2,..., (tedy pro licha n) mame

22k 1) e
lim =) 29— -2+1=-1
Mokl V2 +

Pron =2k, k=1,2,..., (tedy pro sudad n) mame

2(2k)

2k
2=24+1=3
2k+1+\[ *

lim
k=1

Tedy limsup a,, = 3, liminf a,, = —1, hromadné body: {—1,3}.

5. (a) Necht M je konefna mnozina pfirozenych ¢isel. Najdéte posloupnost a, takovou,

7e jeji mnozina hromadnych bodi je rovna M.
Reseni: Necht M je tvaru {my,ms,...,m;}. Hledana posloupnost je pak tvaru
ay =mjy, a2 = M2,..., A = Mg, Q41 = M1, Q42 = M2,. .. (cyklus pfes M)

(b) Najdéte posl. a,, takovou, Ze jeji mnoZina hromadnych bodd je rovna N U oc.
Reseni: Napf. posloupnost {a,} = {1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,...}.

(c¢) Ukazte, ze nelze najit takovou posloupnost, aby mnozina jejich hromadnych bodu
byla rovna N.
Regeni: Myslenka:
Necht {a,} je takova posloupnost, Ze mnozina jejich hromadnych boda je rovna N.
Pak lze vybrat podposloupnosti takové, ze

1 1 1 1
ay, ap, az, ap, ... —1
2 2 2 2
af, a3, az, aj, ... — 2
3 3 3 3
aj, a3, as, ag, ... —3
4 4 4 4
a, a3, a3, ai, ... —4
Navic muzeme piedpokladat, 7e a% >1-— %, a% >2— %,. L,ar>n— %
Vybereme diagonalné prvky al, a3, ag, a3, . ... Ty vytvori posloupnost jdouci do oo,
co% je spor.
6. (a)
sinn
lim
n—oo n
ResSeni:
Pouzijeme vétu o sou¢inu omezené a mizejici posloupnosti, 1 > sinn < 1, lim, o 1/n =
0, tedy
. sinn
lim =0
n—oo n

. 2\" 1\"
lim T\L/<1+> —l—<1—)
n—00 n n
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Regeni:
Odhadneme

02 <2 0 < )

Navic

2\" 2
lim “2<1+> = lim {L/§-<1+>_1-(1+0)
n — n

n—00

Ze dvou policajti tedy

. . n2n
(©) i ) s

Reseni: Prve spocteme

n?3Y/n n? Yn voar, 1

Jm s = i el VIO =0
7 véty o omezené a nulové posloupnosti pak méame i
2
lim (~1)" Y g
n—00 n3 + 2%
(d)
I nd4+n+1
nl—>ngo ne
aeN
Regeni:
. nP4n+1 . o314 4y 1, *=
lim ————— = lim —— —n* —J a >3
n—00 n& n—oo N 1
00, a<3
(e) ) \
1 2
lim (n+1)*+ (3n+2)
n—00 ne 4+ n4
aeN
Regeni:
81/2
1)2 + (3n + 2 L+ 024+03+ ’
lim (n+1)° +@n+2)* = lim n4(” ”2) ( ) =< 0,
n—o0 n® 4 nt n—o0 n® + n4 81

Matematické analyza 1, 2024/25, Kristyna Kuncova



a € N Regeni:

(n—2)* - (n?+1)2 (n*—2-4n3 + ... 2% — (nt + 202 + 1)

lim = lim
n—00 ne + n2 n—00 ne + n2
-8, a=3
=< 0, a >3
—00, a<3

lim na<€/n2+1—3/n271),

n—-+0o00

kde o € R
Regeni: Odstranénim odmocniny z ¢itatele pomoci vhodného rozsifent (viz jmen-
ovatel nasledujiciho zlomku) mame

lim n® ({’/nQ—&—l— {’/n2—1>

n—-400
241)—(n?-1
o (n+ 1)~ (n? - )
notoo 3/ (n?+1)24 Vn? +1Vn? =1+ {/(n? — 1)2
. 2n®
= lim

n=+oo 3/(n2 +1)% + V/n2 + 1V/n? — 1+ {/(n? — 1)?
a vytknutim n?/3 ze jmenovatele dostaneme

= lim no %3 2
n—r+o0 (M +1/n2)2 + 1+ 1/n23/1—1/n2 + /(1 — 1/n2)2

a) Pro o = 4/3 vyjde

i 2 2 2
1m = = —
o AT P+ VAT Ui 1+ Y- 1P 14141 3

b) Pro a > 4/3 vyjde

2
: a—4/3 1
ngl}rloon ngrfoo 3 2)2 3 23 _ 2 3 _ 212
(T+1/n2)2+ 3/1+1/n23/1—1/n2+ /(1 — 1/n?)
2
= (+00) - 3 = +o0
3
c) Pro a < 4/3 vyjde
. 2
li a—4/3 Ii
notee e AT 1) + YA 2 e + /(0 - 1/n2)?
2
=0--=0.
3
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(h) Urcete a,b € R tak, aby

lim (V/n3 —n—an—b) =0

n—o0

ResSeni:

3 3
. p— 1 _ _ + b)
| e el n®> —n — (an
Jim (m an — b) L (n3 —n)2/3 + (n3 — n)Y3(an + b) + (an + b)2

. n3 —n — (a3n® + 3a®n?b + 3anb® + b?)
= lim
n—oo (n3 —n)2/3 4+ (n3 — n)/3(an + b) + (an + b)?

Vedouci ¢len ve jmenovateli je n?, v citateli n3(1 — a®). Aby byla limita vlastni,
musi byt a = 1. Pak v éitateli zbyva 3a®n?b, které se také musi vynulovat, jinak
by limita byla > 0. Tedy b = 0.

(i) Urcete av > 0 tak, aby nasledujici limita byla vlastni

i (17 £ 17 (1)
n—oo p2(y/n?2+1-—n)

Reseni:
i (n® +1)3 4+ a(-1)" i n*+ 12 +a(-1)" VnZ+1+n
im = lim :
n—oo p2(y/n?+4+1—n) n—oo  p2(y/n?+4+1—n) n2+1+n
1 + % 3 + a(fa)n
:limn?’a( ")2 n n 1+ —+1
n—00 n
1\*  a(-1)"
— 1i 3a—1
_n]1_>ngona (1+ ) + o . 1+—5+1
2, a=1/3
=1 o0, a>1/3
0, a<1/3
()
lim (v/4n? —n — 2n)
n— oo
Regeni:
4An2 — 2 —
lim (v4n? —n —2n) = lim ( 4n2—n—2n)-w:hm n

n—oo n—oo Vidn? —n+42n  nooo/4An?2 —n+ 2n

(k)
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Resent:

=1
nooo (n+2)1 — (n+ 1)1 noeo (n+2) — 1

lim (1 + sinnm)
n—oo
Reseni: Mame sin(nm) = 0 pro viechna n € N. Pak

lim (1+sinnr) = lim 1+0=1.

n—o0 n—oo

(n+2)! 4+ (n+1)! . (n+2)+1
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