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Teorie

De�nice 1. Nech´ M ⊂ R je shora omezená. �íslo s ∈ R nazýváme supremem M , pokud

1. ∀x ∈ M : x ≤ s; 2. ∀y ∈ R, y < s, ∃x ∈ M : y < x.

Je-li M ̸= ∅ shora neomezená, tak de�nujeme supM = ∞. Analogicky de�nujeme in�-
mum. Pro M = ∅ de�nujeme sup ∅ = −∞, inf ∅ = ∞.

De�nice 2. Nech´ {an}n∈N je posloupnost reálných £ísel. Pak de�nujeme

lim sup an :=

{
limn→∞ sup{ak; k ≥ n}, jestliºe je an shora omezená

∞, jestliºe je an shora neomezená.

Tuto hodnotu nazýváme limes superior posloupnosti {an}n∈N. Obdobn¥ de�nujeme limes

inferior.

De�nice 3. Nech´ {an}n∈N je posloupnost reálných £ísel. Pak A ∈ R∗ nazveme hromad-

nou hodnotou posloupnosti {an}, jestliºe existuje vybraná posloupnost {ank
}k∈N taková, ºe

limk→∞ ank
= A. Mnoºinu v²ech hromadných hodnot zna£íme H({an}).

V¥ta 4 (O vztahu limes superior, limes inferior a hromadných hodnot). Nech´ {an}n∈N je
posloupnost reálných £ísel. Potom H({an}) ̸= ∅, lim sup an = maxH({an}) a lim inf an =
minH({an}) (maximum a minimum se uvaºuje v R∗).

V¥ta 5 (O limit¥ vybrané posloupnosti). Nech´ {an}n∈N je posloupnost reálných £ísel a
nech´ limn→∞ an = A. Nech´ posloupnost {bk}k∈N je vybraná z posloupnosti {an}n∈N. Pak
limk→∞ bk = A.

P°íklady

1. Najd¥te supremum, in�mum, minimum a maximum následujících mnoºin v R:

(a) N
(b) (0; 2]

(c) (0; 1) ∩Q
(d)

{
x ∈ Z;x ≥ −

√
6
}

(e)
{
(−1)n

√
n;n ∈ N

}
(f) {arctanx;x ∈ R}

(g)
{
1− 1

n
;n ∈ N

}
(h)

{
1 + (−1)n

2
;n ∈ N

}
(i)

{
cos

nπ

2
;n ∈ N

}
(j) {(−1)nn;n ∈ N}

2. Uve¤te p°íklad mnoºiny, která má supremum, ale nemá maximum. Uve¤te p°íklad
mnoºiny, která má in�mum, ale nemá minimum.

3. Nech´ A,B ⊂ R. Co lze °íci o supremu a in�mu následujících mnoºin ve vztahu k supA,
supB a inf A, inf B?

(a) A ∪B

(b) A ∩B

(c) A \B
(d) A△B
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(e) −A = {−a, a ∈ A}
(f) A+B = {a+ b, a ∈ A, b ∈ B}

(g) A−B = {a− b, a ∈ A, b ∈ B}
(h) A ·B = {a · b, a ∈ A, b ∈ B}

4. Spo£t¥te limitu, neexistuje-li, najd¥te limes superior a inferior a hromadné body

(a) lim
n→∞

sin
(
n
π

4

)
(b) lim

n→∞
3

(
1− 1

n

)
+ 2(−1)n

(c) lim
n→∞

2n2 + 2n+ n sin 2n

n cos 3n+ (2n+ sin 4n)2

(d) lim
n→∞

(−1)n−1

(
2 +

3

n

)
(e) lim

n→∞

(−1)n

n
+

1 + (−1)n

2

(f) lim
n→∞

1 +
n

n+ 1
cos

nπ

2

(g)♡ lim
n→∞

1 + 2(−1)n+1 + 3 · (−1)
n(n−1)

2

(h) lim
n→∞

(cosπn)n

(i) lim
n→∞

−n(2 + (−1)n)

(j) lim
n→∞

2n(−1)n

n+ 1
+

n
√
2

Bonus

5. (a) Nech´ M je kone£ná mnoºina p°irozených £ísel. Najd¥te posloupnost an takovou,
ºe její mnoºina hromadných bod· je rovna M .

(b) Najd¥te posl. an takovou, ºe její mnoºina hromadných bod· je rovna N ∪∞.

(c)R Ukaºte, ºe nelze najít takovou posloupnost, aby mnoºina jejích hromadných bod·
byla rovna N.

Opakování

6. Spo£t¥te limity

(a) lim
n→∞

sinn

n

(b) lim
n→∞

n

√(
1 +

2

n

)n

+

(
1− 1

n

)n

(c) lim
n→∞

(−1)n
n2 n

√
n

n3 + 2n
√
n

(d)^ lim
n→∞

n3 + n+ 1

nα
, α ∈ N

(e) lim
n→∞

(n+ 1)2 + (3n+ 2)4

nα + n4
, α ∈ N

(f) lim
n→∞

(n− 2)4 − (n2 + 1)2

nα + n2
, α ∈ N

(g) lim
n→+∞

nα
(

3
√
n2 + 1− 3

√
n2 − 1

)
,

α ∈ R

(h)Q Ur£ete a, b ∈ R tak, aby
lim
n→∞

(
3
√
n3 − n− an− b) = 0

(i) Ur£ete α > 0 tak, aby násl. limita

byla vlastní lim
n→∞

(nα + 1)3 + α(−1)n

n2(
√
n2 + 1− n)

(j) lim
n→∞

(
√
4n2 − n− 2n)

(k) lim
n→∞

(n+ 2)! + (n+ 1)!

(n+ 2)!− (n+ 1)!

(l) lim
n→∞

(1 + sinnπ)

(4g)Rozepi²tepár£len·
n(n−1)

2.
(5c)Cantorovadiagonálnímetoda.
(6d)Uvaºujteα>3,α<3,α=3.

(6h)
3√
n3−n−an−b=

3√
n3−n−

3√(an+b)3
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