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Teorie

Definice 1. Necht M C R je shora omezen4. Cislo s € R nazyvame supremem M, pokud
1. Ve e M : x < s; 2. VyeRy<s, IxreM: y<uz.

Je-li M # () shora neomezena, tak definujeme sup M = co. Analogicky definujeme infi-
mum. Pro M = () definujeme sup ) = —oo, inf ) = co.

Definice 2. Necht {a, },en je posloupnost redlnych ¢isel. Pak definujeme

. lim,, o0 sup{ax; k > n}, jestlize je a, shora omezena
limsup a,, :=

00, jestlize je a, shora neomezena.

Tuto hodnotu nazyvame limes superior posloupnosti {a,}nen. Obdobné definujeme limes
inferior.

Definice 3. Necht {a,}nen je posloupnost redlnych &sel. Pak A € R* nazveme hromad-
nou hodnotou posloupnosti {ay}, jestlize existuje vybrana posloupnost {an, }ren takova, ze
limy_yo0 an, = A. Mnozinu v8ech hromadnych hodnot znacime H ({ay}).

Véta 4 (O vztahu limes superior, limes inferior a hromadnych hodnot). Necht {ay,}nen je
posloupnost realnych ¢isel. Potom H({a,}) # 0, limsupa, = max H({a,}) a liminfa, =
min H({a,}) (maximum a minimum se uvazuje v R*).

Véta 5 (O limité vybrané posloupnosti). Necht {a,}nen je posloupnost redlnych ¢isel a
necht lim,,_,o a, = A. Necht posloupnost {b;}ren je vybrana z posloupnosti {a, }nen. Pak
limy_, o b = A.

Piiklady

1. Najdéte supremum, infimum, minimum a maximum nésledujicich mnozin v R:

(a) N (e) {(—1)”\/71;71 € N} (h) {1—'—(_””,” e N}
(b) (0;2] (f) {arctanz;x € R} ni

(c) (0;1)NQ 1 (1) {cos - inE N}

@ {rezrz—vel (@ {1-jmen] 0) {(-1)'mn € N)

2. Uvedte piiklad mnoziny, kterd ma supremum, ale nemé maximum. Uvedte ptiklad
mnoziny, kterd ma infimum, ale nema minimum.

3. Necht A, B C R. Co lze fici o supremu a infimu nésledujicich mnozin ve vztahu k sup A,
sup B a inf A, inf B?
(a) AUB (c) A\ B
(b) ANB (d) AAB
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(e) —A={-a,a€ A} (g) A—B={a—b,ac Abec B}
(f) A+ B={a+b,ac A be B} (h) A-B={a-bac Abe B}

4. Spoctéte limitu, neexistuje-li, najdéte limes superior a inferior a hromadné body

7r n nw

. . n f 1' 1 -

(a) Jim_sin <n4) (f) Jim 1+ e e
. 1 n n(n—1)
) Jims (1) +2 (@9 Jim 1421 5. (1)

2n? + 2n + nsin 2n

h i

(c) 6o ncos3n + (2n + sin4n)? (k) n;rrgo(coswn)n
(d) lim (~1)"" (2+3> (i) lim —n(2+(=1)")

n—o0o n

) 1 N Tee

1 _— 2

(&) fim "=+ —— () Jim =t V2
Bonus

. (a) Necht M je konefna mnozina p¥irozenych ¢isel. Najdéte posloupnost a, takovou,
7e jeji mnozina hromadnych bodi je rovna M.
(b) Najdste posl. a, takovou, Ze jeji mnozina hromadnych bodu je rovna N U co.

(c)‘% Ukazte, Ze nelze najit takovou posloupnost, aby mnozina jejich hromadnych bodi
byla rovna N.

Opakovani

. Spottéte limity

(a) lim 220 () tim e (Yn2 1o Va1,
n—oo N n—+00
acR
n n
(b) lim T\L/<1 + 2) + <1 - 1> (b)® Uréete a,b € R tak, aby
—
e " " lim (v/n3 —n—an—0) =0
() lim (=1)"—5—5—= (i) Urcete a > 0 tak, aby nasl. limita
n—o00 n° + \/ﬁ o 3 T
byla vlastni lim (n® +1)° + a(=1)
3
()% lim w,aEN n—oo p2(y/n?2+1-—n)
n—o00 n¢
. . 2
- (n+ 1%+ (Bn+2)! () Jim (ViAn® =n = 2n)
(e)  lim o . 1 ,a €N
n—oo nt+n K 1 (n+2)+ (n+1)!
111
—2)' = (n* +1)° +2)— (n+1)!
LT e Mt GG NP wioe (n+2)1= (n+1)
e nt+n (1) lim (1 + sinnmn)
n—o0
‘e = ‘e >0 ‘g <o ailngesn (p9)
"ePOjeOW JuTeUOSeIP RAOIOJURY) (9G)
e(q+ UD)/‘} —U— UN =Q—UD—U— U (u9) ﬁ nuapp red aygidezoy (8y)
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