
6. cvi£ení � n-tá odmocnina, é£ko
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1. Ur£ete limity

(a) lim
n→∞

n
√

n2 + 2n + 3n

�e²ení: Pouºijeme v¥ti£ku a budeme zji²´ovat limn→∞
an+1

an
, tedy:

lim
n→∞

(n+ 1)2 + 2n+1 + 3n+1

n2 + 2n + 3n
= lim

n→∞

3n+1

3n+1

(n+1)2

3n+1 + (23)
n+1 + 1

n2

3n+1 + 1
3(

2
3)

n + 1
3

=
0 + 0 + 1

0 + 1
3 · 0 + 1

3

= 3

(b) lim
n→∞

n

√
4n + 3n sin(2n)

5n + 4n cos(n!)

�e²ení:

Najdeme odhady pro dva policajty.

4n

4
≤ 4n − 3n ≤ 4n + 3n sin(2n) ≤ 4n + 4n = 2 · 4n

Pak

lim
n→∞

n

√
4n

4
≤ lim

n→∞
n
√
4n + 3n sin(2n) ≤ lim

n→∞
n
√
2 · 4n.

Protoºe máme

lim
n→∞

n

√
4n

4
= lim

n→∞
n
√
4n · lim

n→∞
n

√
1

4
= 4

a
lim
n→∞

n
√
2 · 4n. lim

n→∞
n
√
2 · lim

n→∞
n
√
4n = 4,

tak dohromady
lim
n→∞

n
√
4n + 3n sin(2n) = 4.

Jmenovatel odhadneme analogicky

5n

5
≤ 5n − 4n ≤ 5n + 4n cos(n!) ≤ 2 · 5n.

Pak

lim
n→∞

n

√
5n

5
= 5

a
lim
n→∞

n
√
2 · 5n = 5.

Tedy
lim
n→∞

n
√
5n + 4n cos(n!) = 5.

Pro p·vodní limitu pak máme

lim
n→∞

n

√
4n + 3n sin(2n)

5n + 4n cos(n!)

V OAL
=

limn→∞
n
√
4n + 3n sin(2n)

limn→∞
n
√
5n + 4n cos(n!)

=
4

5
.
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(c) lim
n→∞

n
√
an + bn + cn pro a, b, c > 0

�e²ení: Bez újmy na obecnosti m·ºeme p°edpokládat, ºe a ≥ b ≥ c. Potom platí,
ºe

lim
n→+∞

n
√
an + bn + cn = lim

n→+∞
a · n
√
1 + (b/a)n + (c/a)n = a

podle v¥ty o dvou policajtech, nebo´ n
√
1 ≤ n

√
1 + (b/a)n + (c/a)n ≤ n

√
3.

(d) lim
n→∞

(
n
√
an + bn

n
√
a2n + b2n

)
pro a > b > 0

�e²ení: Vytkn¥me an v £itateli a a2n ve jmenovateli. Je
n
√
a2n = a2, a tedy

lim
n→∞

(
n
√
an + bn

n
√
a2n + b2n

)
= lim

n→∞

a

a2

(
n
√
1 + (b/a)n

n
√
1 + (b/a)2n

)
=

1

a
· 1
1
.

Máme totiº 0 < b/a < 1, a tedy m·ºeme odhadnout

n
√
1 ≤ n

√
1 + (b/a)n ≤ n

√
2.

Podle v¥ty o dvou policajtech jde pak limita k jedné.

Jmenovatele vy°e²íme analogicky.

(e) lim
n→∞

n

√
((n+ 2)2 − (n+ 1)2)n+1

((n+ 1)3 − n3 − 3n2)n−1

�e²ení: Upravíme:

lim
n→∞

n

√
((n+ 2)2 − (n+ 1)2)n+1

((n+ 1)3 − n3 − 3n2)n−1
= lim

n→∞
n

√
(n2 + 4n+ 4− (n2 + 2n+ 1))n+1

(n3 + 3n2 + 3n+ 1− n3 − 3n2)n−1
=

= lim
n→∞

n

√
(2n+ 3)n+1

(3n+ 1)n−1
= lim

n→∞
n

√
2n+1nn+1(1 + 3

2n)
n+1

3n−1nn−1(1 + 1
3n)

n−1
=

= lim
n→∞

n

√
2n+1

3n−1
· n

√
nn+1

nn−1
· n

√
(1 + 3

2n)
n+1

(1 + 1
3n)

n−1
=

= lim
n→∞

n

√
6 · 2n
3n

· n
√
n2 · n

√
(1 + 3

2n)
n+1

(1 + 1
3n)

n−1
=

= lim
n→∞

n
√
6 · 2

3
· n
√
n2 · n

√(
1 +

3

2n

)(
1 +

1

3n

)
·
1 + 3

2n

1 + 1
3n

= 1 · 2
3
· 1 · 1 · 1 + 0

1 + 0
=

2

3
.

Platí totiº pro kaºdé a > 0, k p°irozené :

lim n
√
a = 1, lim n

√
n = 1 =⇒ lim

n
√
nk = 1

a také, ºe

1 ≤ n

√(
1 +

3

2n

)(
1 +

1

n

)
≤ n

√
4

a krajní limity jdou k jedné, tudíº podle v¥ty o dvou policajtech také limita
prost°ední.
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(f) lim
n→∞

2
√
n2 + n− n ·

√
4n + 1

n
√
2n2 + 1

�e²ení: Upravíme odmocniny a vytkneme nejrychlej²í £len

lim
n→∞

2
√
n2 + n− n ·

√
4n + 1

n
√

2n2 + 1
= lim

n→∞

4(n2 + n)− n2(4n + 1)
n
√

2n2 + 1 · (2
√
n2 + n+ n ·

√
4n + 1)

= lim
n→∞

4n2 + 4n− 4nn2 − n2

n

√
2n2
(
1 + 1

2n2

)
·
(
2
√
n2(1 + 1

n) + n ·
√
4n(1 + 1

4n )
)

= lim
n→∞

4nn2

2n · n · 4
n
2

41−n + 4
4nn − 1− 4−n

n

√(
1 + 1

2n2

)
·
(

2
2n

√
(1 + 1

n) +
√
(1 + 1

4n )
)

V OAL
= ∞ · 0 + 0− 1− 0

1(0 + 1)
= −∞

Pro n-tou odmocninu máme 2 policajty

n
√
1 ≤ n

√(
1 +

1

2n2

)
≤ n

√
2

2. Spo£t¥te limity

(a) lim
n→∞

n

√√
3n + 2 · 2n −

√
3n + 2n

�e²ení: Upravíme odmocniny dle vzorce

√
3n + 2 · 2n −

√
3n + 2n =

3n + 2 · 2n − 3n − 2n√
3n + 2 · 2n +

√
3n + 2n

=
2n√

3n + 2 · 2n +
√
3n + 2n

Odhadneme jmenovatele:
√
3n ≤

√
3n + 2 · 2n +

√
3n + 2n ≤ 2

√
3n + 2 · 2n ≤ 2

√
3n + 2 · 3n = 2

√
3
√
3n

Pro limity dostaneme

lim
n→∞

n

√√
3n =

√
3

a

lim
n→∞

n

√
2
√
3
√
3n =

√
3.

Ze dvou policajt· a aritmetiky limit máme

lim
n→∞

n

√
2n√

3n + 2 · 2n +
√
3n + 2n

=
2√
3
.

(b) lim
n→∞

n
√
2n + 3n

2n
√

4n +
√
n

�e²ení: Odhadneme
n
√
3n ≤ n

√
2n + 3n ≤ n

√
2 · 3n
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Ze dvou policajt· je
lim
n→∞

n
√
2n + 3n = 3.

Pro jmenovatele
2n
√
4n ≤ 2n

√
4n +

√
n ≤ 2n

√
2 · 4n.

Limity:

lim
n→∞

2n
√
4n = lim

n→∞
4

1
2 =

√
4,

lim
n→∞

2n
√
2 · 4n = lim

n→∞

n

√√
2 · 4

1
2 =

√
4.

Dohromady

lim
n→∞

n
√
2n + 3n

2n
√
4n +

√
n
=

3

2
.

(c) lim
n→∞

(−1)n
n2 n

√
n

n3 + 2n
√
n

�e²ení:

lim
n→∞

n2 n
√
n

n3 + 2n
√
n
= lim

n→∞

n3

n3
·

n√n
n

1 +
2n√n
n3

=
0

1
= 0.

Na celkovou limitu pouºijeme v¥tu o omezené a mizející posloupnosti, tedy

lim
n→∞

(−1)n
n2 n

√
n

n3 + 2n
√
n
= 0.

3. (a)

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)3n

= e3

�e²ení:

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)3n

= lim
n→∞

((
1 +

1

n

)n)3

V OAL
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n

· lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

· lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e · e · e = e3

(b)

lim
n→∞

(
1 +

1

2n

)n

=
√
e

�e²ení:

lim
n→∞

(
1 +

1

2n

)n

= lim
n→∞

(
1 +

1

2n

) 2n
2

= lim
n→∞

√(
1 +

1

2n

)2n
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Z v¥ty o limit¥ vybrané posloupnosti máme

lim
n→∞

(
1 +

1

2n

)2n

= e

Pokud pouºijeme v¥ti£ku o limit¥ a odmocnin¥, dostaneme

lim
n→∞

√(
1 +

1

2n

)2n

=
√
e

(c)

lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

=
1

e

�e²ení:

lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

= lim
n→∞

(
n− 1

n

)n

= lim
n→∞

(
n

n− 1

)−n

= lim
n→∞

((
1 +

1

n− 1

)n−1+1
)−1

= lim
n→∞

((
1 +

1

n− 1

)n−1
)−1

· lim
n→∞

((
1 +

1

n− 1

)1
)−1

V OAL
=

1

e

(d)

lim
n→∞

(
n− 1

n+ 1

)n

=
1

e2

�e²ení:

lim
n→∞

(
n− 1

n+ 1

)n

= lim
n→∞

(
n+ 1− 1− 1

n+ 1

)n

= lim
n→∞

(
1− 2

n+ 1

)n

= lim
n→∞

(
1− 2

n+ 1

)n+1−1

= lim
n→∞

(
1− 2

n+1

)n+1(
1− 2

n+1

)

= lim
n→∞

(
1 + 1

n+1
−2

)n+1

(
1− 2

n+1

) = lim
n→∞

(
1 + 1

n+1
−2

)n+1
−2

·(−2)

(
1− 2

n+1

)

V OAL
=

limn→∞

((
1 + 1

n+1
−2

)n+1
−2

)−2

limn→∞

(
1− 2

n+1

) =
e−2

1

(e)

lim
n→∞

(
1 +

1

n2

)n

= 1
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�e²ení:

(
1 +

1

n2

)n

=

(
1 +

1

n2

)n2

n

=
n

√(
1 +

1

n2

)n2

Z V¥ty o limit¥ vybrané posloupnosti máme, ºe(
1 +

1

n2

)n2

→ e,

tedy lze nalézt n0 tak, ºe pro kaºdé n ≥ n0 máme(
1 +

1

n2

)n2

< 10.

a

1 <

(
1 +

1

n2

)n2

.

Dohromady máme odhady:

1 = lim
n→∞

n
√
1 ≤ lim

n→∞
n

√(
1 +

1

n2

)n2

≤ lim
n→∞

n
√
10 = 1,

tedy z V¥ty o dvou policajtech máme

lim
n→∞

n

√(
1 +

1

n2

)n2

= 1.

(f) lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
= ex, x ∈ R

�e²ení: Uvaºujme t°i p°ípady.

i. Nech´ x > 0, pak

lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
= lim

n→∞

(
1 +

1
n
x

)n
x
·x
= lim

n→∞

((
1 +

1
n
x

)n
x

)x

= ex

Vyuºili jsme posloupnost xn = n/x, pro niº platí xn → ∞.
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ii. Nech´ x < 0, pak −x > 0 a:

lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
= lim

n→∞

(
n+ x

n

)n

= lim
n→∞

1(
n

n+x

)n = lim
n→∞

1(
1 + −x

n+x

)n
= lim

n→∞

1(
1 + 1

n+x
−x

)n = lim
n→∞

1(
1 + 1

n+x
−x

)n+x−x

= lim
n→∞

1(
1 + 1

n+x
−x

)n+x · 1(
1 + 1

n+x
−x

)−x

= lim
n→∞

1((
1 + 1

n+x
−x

)n+x
−x

)−x · 1(
1 + 1

n+x
−x

)−x

=
1

e−x
· 1

1−x
= ex

Vyuºili jsme posloupnost xn = n+x
−x , pro niº platí xn → ∞.

iii. Nech´ x = 0. Pak an = 1 pro kaºdé n ∈ N, tedy limn→∞ an = 1 = e0.

(g) lim
n→∞

(
1 +

1

n+ sinn

)n

= e

�e²ení:

Pouºijeme dva policajty(
1 +

1

n+ 1

)n

≤
(
1 +

1

n+ sinn

)n

≤
(
1 +

1

n− 1

)n

Navíc platí

lim
n→∞

(
1 +

1

n+ 1

)n

= lim
n→∞

(
1 +

1

n+ 1

)n+1−1

= lim
n→∞

(
1 + 1

n+1

)n+1(
1 + 1

n+1

) =
e

1

a

lim
n→∞

(
1 +

1

n− 1

)n

= lim
n→∞

(
1 +

1

n− 1

)n−1+1

= lim
n→∞

(
1 +

1

n− 1

)n−1

·
(
1 +

1

n− 1

)
= e

Ze dvou policajt· tedy dostáváme

lim
n→∞

(
1 +

1

n+ sinn

)n

= e

(h) lim
n→∞

(
n+ 4

n− 2

)n+1

= e6
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�e²ení:

lim
n→∞

(
n+ 4

n− 2

)n+1

= lim
n→∞

(
n− 2 + 6

n− 2

)n+1

= lim
n→∞

(
1 +

6

n− 2

)n−2+3

= lim
n→∞

(
1 +

6

n− 2

)3

·
(
1 +

6

n− 2

)n−2

=

= lim
n→∞

(
1 +

6

n− 2

)3

·

(
1 +

1
n−2
6

)n−2
6

·6

=

= lim
n→∞

(
1 +

6

n− 2

)3

·

(1 + 1
n−2
6

)n−2
6

6

V OAL
= 1 · e6

(i) lim
n→∞

(
n2 − 1

n2 − 3

)n+1

= 1

�e²ení:

lim
n→∞

(
n2 − 1

n2 − 3

)n+1

= lim
n→∞

(
n2 − 3 + 2

n2 − 3

)n+1

= lim
n→∞

(
1 +

2

n2 − 3

)n(n+1)
n

= lim
n→∞

n

√(
1 +

2

n2 − 3

)n2−3+3+n

= lim
n→∞

n

√(
1 +

2

n2 − 3

)3
n

√(
1 +

2

n2 − 3

)n
n

√(
1 +

2

n2 − 3

)n2−3

= lim
n→∞

n

√(
1 +

2

n2 − 3

)3
n

√(
1 +

2

n2 − 3

)n
n

√√√√√√
(1 + 1

n2−3
2

)n2−3
2


2

V OAL
= 1 · 1 · 1.

Na poslední limitu uºijeme dva policajty, protoºe(1 + 1
n2−3
2

)n2−3
2


2

→ e2,

budou tak od jistého n0 platit odhady

1 ≤

(1 + 1
n2−3
2

)n2−3
2


2

≤ 10.

4. Nech´ {an} je posloupnost, limn→∞ an = A. Co m·ºeme °íct o lim
n→+∞

(−1)nan ?

�e²ení: Limita existuje, práv¥ kdyº lim an = 0.

Jestliºe lim an = 0, potom lim(−1)nan = 0 podle v¥ty o limit¥ sou£inu omezené posloup-
nosti a posloupnosti jdoucí k nule.
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Jestliºe lim an = A ̸= 0, pak pro sudé £leny máme limitu rovnu A, pro liché £leny −A.
Coº je spor s jednozna£ností limity a v¥tou o limit¥ vybrané posloupnosti.

5. Existují posloupnosti {an} a {bn} takové, ºe limn→∞ an = 0, limn→∞ bn = ∞ a limn→∞ an·
bn neexistuje?

�e²ení: Ano. Nap°. an = (−1)n

n , bn = n2. Pak anbn = (−1)nn.

6. Nech´ {an} je konvergentní posloupnost racionálních £ísel. Musí být limita racionální
£íslo?

�e²ení: Ne. Nap°. posloupnost

a1 = 3

a2 = 3, 1

a3 = 3, 14

a4 = 3, 141

a5 = 3, 1415

a6 = 3, 14159

a7 = 3, 141592

a8 = 3, 1415926

↓
π

7. Nech´ {an} je omezená posloupnost taková, ºe an+2 ≥ an. Musí mít an limitu?

�e²ení: Nikoli. Nap°. (−1)n ≥ (−1)n+2.
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