14. cviceni - Separabilni a souvislé prostory
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1 Souvislé prostory

Definice 1. Rekneme, Ze metricky prostor (X, p) je souvisly, jestlize neni sjednocenim dvou
neprazdnych disjunktnich otevienych mnozin.

Véta 2 (Charakterizace souvislych prostorti). Necht (X, p) je metricky prostor. Pak jsou
nésledujici vyroky ekvivalentni.
1. Prostor X neni souvisly.

2. Existuji dvé neprazdné disjunktni mnoziny Fi, F» C X uzaviené v (X, p) a takove, ze
X =FUFs.

3. Existuje obojetna neprazdna mnozina H spliujici H # X.
4. Existuje spojité surjektivni zobrazeni f : (X, p) — ({0, 1}, pagiskr)-

Poznamka 3 (Jina definice). Prostor (X, p) je nesouvisly, jestlize existuji disjunktni neprazdné
mnoziny A, B C X takové,72e X = AUBa ANB=ANB=4.

Definice 4. Necht (X, p) je metricky prostor, necht J C X. Rekneme, Ze J je krivka v
prostoru (X, p), jestlize existuje spojité zobrazeni f : [0,1] — (X, p) takové, ze f([0,1]) = J.

Rekneme, ze mnoZzina A C X je kfivkové souvisld v prostoru (X, p), jestlize pro kazdé
a,b € A existuje spojité zobrazeni f : [0,1] — (A, p) takové, ze f(0) =a a f(1) =b.

Véta 5 (O vztahu souvislosti a kiivkové souvislosti). Kazda kiivkové souvislda mnozina v
metrickém prostoru je v tomto prostoru souvisla.

Uloha 6. Které mnoziny (jsme v R?) jsou souvislé?
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Uloha 7 (PRAVDA — NEPRAVDA).

NE Necht A neni souvisly. Pak A neni souvisly. Napi. (0,1) U (1,2).
ANO Necht A je souvisly. Pak A je souvisly.

NE Necht A je souvisly. Pak int A je souvisly. Napt. dva dotykajici se uzaviené kruhy.
ANO Necht A neni souvisly. Pak A neni souvisly.

Uloha 8 (PRAVDA — NEPRAVDA).

NE Necht A neni souvisly. Pak A€ neni souvisly. Napft. doplnék dvou disjunktnich kruhi.
NE Necht A je souvisly. Pak A° neni souvisly. Napt. doplnék kruhu.

NE Necht A je souvisly. Pak A€ je souvisly. Napi. A je nekonecny jednotkovy pruh podél
oSy .

NE Necht A a B jsou souvislé. Pak AU B je souvisla. Napf. dva disjunktni kruhy.

NE Necht A a B jsou souvislé. Pak AN B je souvisla. Napf. kdyZ se protnou na koncich
dvé fazole.

Uloha 9. Za jakych podminek je diskrétni metricky prostor souvisly?
Reseni: Pravé tehdy, kdyZ méa jen jeden prvek

Uloha 10. Ukaite, Ze prostor X = R?\ Q? je kiivkové souvisly.

ReSeni: Zvolme dva body z,y € X. Vytvorme tsecku s krajnimi body z, y a jeji osu O.

Pak lze najit takovy bod b € O, 7Ze tsecky xb a by neprotinaji Q2. Zarovei je tato dvojice
tsecek hledana spojnice bodl = a y.

Pokud by kazda dvojice protinala mnozinu Q2, znamenalo by to, Ze dvojic tseéek je jen
spocetné, coz je spor.

2 Separabilni prostory

Definice 11. Necht (X, p) je metricky prostor. Rekneme, ze A C X je hustd, pokud 4 = X.
Metricky prostor (X, p) se nazyva separabilni, jestlize v ném existuje spocetné husta podm-
nozina.

Uloha 12. (Piiklad mame z: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ pick/analyza.pd
f. Tamtéz opsana néktera feseni.)

1. Ukazte, ze R™, C™ a R\ Q jsou separabilni.
Regeni:
Hledame spocetnou a hustou podmnozinu A. Pro R je A = Q, pro C je to mnozina
bodi s racionalnimi soufadnicemi - a = bi, a,b € Q.
Pro R™, C™ uvazujme A™ - body s racionalnimi soufadnicemi.
Prostor R\ Q je separabilni. Uvazujme mnozinu M := {¢+m,q € Q}. Pak M C R\ Q
je spocetna.
Hustota: Zvolme z € R\ Q a uvazujme ¢islo z — 7. Protoze Q je husta v R, tak existuje
p € Q takové, ze [vt —m — p| < e. Pak ale [v — (p+ 7)| < e. Tedy k z jsme nasli blizké
¢islo p +m € M, coz bylo dokézati.
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2. Ukazte, ze (C([0,1]), psup) je separabilni.
ReSeni: A je mnozina viech polynomi s racionalnimi koeficienty.
Zvolme f € C[0,1]. Pak z Weierstrassovy véty existuje takovy polynom P(z) = a,a™ +
An_12"" "+ - a1z + ag, Ze

sup |f(z) — P(z)| <e.
z€(0,1]

Ke koeficientiim a,, najdéme racionélni koeficienty b,, tak, ze

n
Z ]ai — bl| < E.
=0

(Lze z predchoziho piikladu.)
Uvazujme polynom Q(z) = bp,a™ + b, 12"~ + -+ -byw + by. Pak

n n
< Z\ai — b|x’ < Z la; — bi] < e.
=0 i=0

n

Z(ai — bz)ml

sup |P(z) — Q(z)| = sup

z€[0,1] z€[0,1] |59
Dohromady
sup |f(z) — Q(z)| < sup |f(z) — P(2)[+ sup [P(z)—-Q(z)| <e+e.
z€(0,1] z€[0,1] z€[0,1]

3. Za jakych podminek je separabilni diskrétni metricky prostor?
ResSeni: Konvergentni posloupnost v diskrétnim prostoru musi byt od jistého bodu
konstantni. Z toho plyne, Ze jedind hustd mnoZina v diskrétnim prostoru je celé X. A
aby X byl separabilni, musi byt X spocetna.

4. Ukazte, ze L'([0,1]) je separabilni.
ResSeni: Necht M je mnozina takovych jednoduchych funkei, které maji hodnoty v Q

a zaroven jsou definované pomoci intervali s racionalnimi koncovymi body. Pak M je
husta a spocetné.

Véta 13. Necht (X, p) je metricky prostor. JestliZe existuje nespocetna mnozina A C X a
e > 0 takové, zZe pro kazdé x,y € A, x # y, plati p(z,y) > €, pak X neni separabilni.

Poznamka 14. Necht p € [1,00) a [P je mnoZina vSech realnych posloupnosti {x, }, pro néz
fada > 7 |zn|P konverguje. Pak definujeme metriku

(o) 1/10
pp(,y) = (Z @ — yV”) :

n=0
Poznamka 15. Oznacme [, prostor vSech omezenych realnych posloupnosti {x,, } a ¢y prostor

v8ech (omezenych) realnych posloupnosti {x,} s lim,, o 2, = 0. Oba jsou s metrikou

Poo(T,y) = sup |, — Ynl.
neN

Uloha 16. (Pfiklad mame z: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ pick/analyza.pdf.
Tamtéz opséna feSeni.) UkaZte, Ze
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1. [*° neni separabilni.

Regeni: Uvazujme P = 2N, mnozinu viech podmnozin pfirozenych &sel. Takova
mnozina je nespoCetna. Pro A,B € P, A # B sestrojme x4 a xp - posloupnosti 0
al.

Pak plati

Poo(XA,XB) =sup|xa — x| =1.
neN

Pak dle Véty 13 prostor [, nemiize byt separabilni.

2. cp je separabilni.
ReSeni: Uvazujme mnozinu

Ap ={z={z;} € co;z; € Qz; =0 proi > n}

- posloupnosti s racionalnimi ¢éleny, které jsou navic od daného n nulové.
Dale polozme A = (J, ¢y
Zvolme y = {y;} € co. Protoze lim;_,~ y; = 0, 1ze ke kazdému ¢ najit ny takové, ze pro
i>ng je |yl <e.

Pro kazdé i < ng najdeme r; € Q tak, ze |r; — y;| < e. Sestrojme posloupnost

ri, 1 < ng,
xXr; = .
0, 7> nyg.

A,. Pak A je spocetné (sjednoceni spocetnych) a husta v cp.

Pak x € A, a plati

sup |z; — y;| = max{sup |x; — y;|, sup |z; — yi|} < e.
i€N i<ng >ng

Uloha 17. Rozhodnéte, zda pampeliskovy prostor je separabilni. X = R2, pro A = [ay, as],
B = [b1, be] méame

V(a1 —b1)2 + (a2 — b2)2, A, B lezi na stejném poloméru,
Va2 + a3+ /b3 + b3, jinak.

p(A,B) = {

Regeni: Uvazujme spocetnou hustou mnozinu M.

Pro kazdy bod x (krom poc¢atku) musi blizky bod m z M lezet na polopiimce spojujici x
s pocatkem (jinak bychom 8li pies stied, coz by dalo obrovskou vzdalenost). Tedy se ptame,
jestli kazd4a polopfimka obsahuje dostatek bodi z M.

Predpokladejme, ze na kazdé polopiimce lezi alesponi jeden bod z M (zaroven nemuze lezet
na vice piimkach najednou). Polopiimek je ale nespocetné - kazda odpovida jednomu thlu z
intervalu [0, 27), coZ je nespocetnd mnozina.

Tedy jsme ve sporu a pampeliskovy prostor neni separabilni.

Uloha 18. Ozna¢me Lg prostor viech lipschitzovskych funkei z [0, 1] do R takovych, Ze f(0) =
0. Zavedme metriku

of.q) = Sup{I(f —9@) - =90, y}

|z — |

- jde o lipschitzovskou konstantu funkce f — g.
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Ukazte, Ze prostor Ly neni separabilni.
(Zdroj: http://matematika.cuni.cz/dl/analyza/29-mtr/lekce29-mtr-pmax.pdf)

Reseni: Uvazujme M - mnozinu funkci které se rovnaji 0 na [0,7] a pak se rovnaji z — r
pro ruzné r € [0,1]. Tato mnoZina je nespoCetna.

Zvolme f,g € M s prislusnymi ry < ry.

Obrazek: https://www.geogebra.org/calculator/wibzzxfk

Lipschitzovska konstanta f — g je 1. Tedy jsme nasli nespocetnou mnozinu z Véty 13 a
mnozina neni separabilni.

3 Vzorova pisemka
1) (12 bodu) Sectéte

(="
2n+3°

WE

n=0

2) (16 bodu) Vysetfete stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci rady funkei

) _1)n
> s

n=1

8

Je funkce dana souctem rady spojita na R?
3) (12 bodu) Naleznéte 2m-periodickou funkei f, ktera je na intervalu [—m,0) dana pred-
pisem
flz)=—z —m,
a mé sinovou Fourierovu fadu. Tuto Fourierovu fadu spoc¢téte. K ¢emu konverguje tato
fada bodové a na kterych intervalech konverguje stejnomérné?

4) (10 bodi) Necht f,g : [0,1] — R. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni:
a) Necht f,g € BV([0,1]), pak f(z) - g(x) € BV(]0,1]).
b) Necht f,g € AC([0,1]), pak f(x) - g(z) € AC(]0,1]).
c) Necht f,g € BV([0,1]), pak f(g(z)) € BV([0,1]).

1’) (10 bodit) Na [0, 00) vySetiete stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci posloup-

nosti funkei

fn (w) _ n2x2€fn:r
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