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Definice 1. Necht (X, p) a (Y,0) jsou metrické prostory, f : X — Y a K > 0. Rekneme, Ze
zobrazeni f je K-lipschitzovské, jestlize

Va,y € X @ o(f(z), f(y) < Kp(z,y).

Rekneme, ze f lipschitzouské, jestlize existuje K > 0 takové, ze f je K-lipschitzovskeé.
Pro X =Y = R dostaneme

Y,y e R [f(x) — f(y)] < Ko —yl.

Poznamka 2. Zatimco AC a BV funkce pracovaly s uzavienym a omezenym intervalem [a, b],
tak u lipschitzovskych funkci muze byt interval otevieny i neomezeny.

Uloha 3. Ukaite, ze funkce jsou lipschitzovskeé

1. |z| na [-1,1]
Reseni: Zvolme z,y € [~1,1]. Pak

|z = [yl <[z —yl.

(Lipschitzovska konstanta je 1.)

2. 22 na [1,2]
Reseni:
Zvolme z,y € [1,2]. Pak

j@? —y?| = |z —ylle +yl < 2+ 2)|z —yl.

(Lipschitzovska konstanta je 4.)

3. rna R
ReSeni: Pro kazdé z,y € R plati, 7e

[z —yl <1-|z—yl|
(Lipschitzovska konstanta je 1.)
Uloha 4. Ukazte, Ze funkce nejsou lipschitzovské
1. 22 naR
Regeni:
Zvolme N >0 axz =N ay=2N. Pak

]:L“Q—y2|:3N2:3N|x—y| > Nz —yl.
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2. y/z na 0,1]

Problém je pobliz 0. Zvolme tedy 1 >n >0 (malé n) az=0ay=1/n. Pak

1 n
Va-vil= = Y ey
n n
Ale protoze pro kazdé N > 0 najdeme n tak, ze N < y/n, dostaneme

IV =yl > Nz —yl.
Uloha 5. Necht X je mnozina slov skladajici se z 10 pismen (pouZivame 26 prvkovou anglickou
abecedu). Metriku p definujme jako pocet pozic s rozdilnymi pismeny. Napf.
p(JEDNOROZCI,CHOBOTNICE) =8,
p(LOSANGELES, LOUISVILLE) =1,
p(ABCXYZQRTY,AACXYUQRTY ) = 2.

Pro slovo z 10 pismen o« = x1, x3, ... x19 definujme zobrazeni

fla) =a,z2,...,210

(prvni pismeno jsme nahradili pismenem a).
Rozhodnéte, zda je f lipschitzovské zobrazeni.
Regeni:
Uvazujme slova « a 3, kterda uz maji prvni pismeno shodné. Pak

p(f(a), f(8)) = p(a, B).

Pokud slova « a 8 naopak maji prvni pismeno rozdilné, tak se jejich vzdéalenost o 1 zmensi,
tedy

p(f(a)a f(/B)) = p(a75) -1< ,0(047,8)-

Lipschitzovska konstanta je tedy rovna 1.

Uloha 6. Necht f, g jsou lipschitzovské na R. Ukazte, Ze je lipschitzovska i funkce
L f+yg
Resent:
Pro z,y € R méme [f(z) — f(y)| < K|z —y| a |g(z) — g(y)| < L|z —y|. Pak
[f(@)+9(2)=f(y)—g9W)| < |f(2)=FW)+|g(x)—g(y)| < K|z—y|+Llz—y| = (K+L)|z—yl.
2. f(9)
ReSeni: Pro z,y € R mame |f(z) — f(y)| < K|z —y| a |g(z) — g(y)| < L|z — y|. Pak

£ (g(2)) = Fl9(w))] < Kl(g9(2)) = (9(y))| < KL|z —yl.
Uloha 7. Ukaite, 7e lipschitzovska funkce méa kone¢nou variaci (na intervalu [a, b]).
Reseni:
Zvolme déleni {z;} intervalufa, b]. Pak

Z |f(xi) — f(ziz1)] < ZK|~’U¢ —zi-1| < K|b—al.
i=1

i=1
Uloha 8. Najdéte funkci, ktera je AC, ale neni Lip.
Reseni:
Napf. /.
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Uloha 9. Nakreslete Venntiv diagram pro funkce spojité (C), lipschitzovské (Lip), stejnomér-
né spojité (UC) a absolutné spojité (AC) na [a, b|.

Uloha 10. Vyslovte (a zdivodnéte) hypotézu o vztahu omezenych a lipschitzovskych funkeci.
Jsou tam néjaké podminky?

Reseni:

Lipschitzovské funkce nemusi byt omezend, napf. x na R.

Omezend funkce nemusi byt lipschitzovska, napt. \/x na [0, 1].

Ale pokud jsme na omezeném intervalu [a, b], pak lipschitzovska funkce musi byt omezena.
Napf. proto, Ze je spojitd na kompaktu, tedy omezena.

Opacné to stale neplati ani pro kompaktni interval.

Uloha 11. Je n&jaky vztah mezi lipschitzovskymi a diferencovatelnymi funkcemi na [a, b]?
Regeni:
Na prednéasce byla véta: Lipschitzovské funkce na [a, b] méa kone¢nou derivaci skoro vSude
na [a, b].
Obecné lipschitzovska funkce nemusi mit derivaci, nap¥. |z|.
Pokud ale je f diferencovatelna na [a, b] a navic |f/| < M, tak uz je lipschitzovska.
Zvolme a < xz < y < b. Pak z Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté existuje £ tak, ze

f(y) — f() = f'(€)(y — o). Pak
) = F@)| = 1F(©)lly — ] < Mly — .

2

Definice 12. Necht (X, p) je metricky prostor, necht £ > 0. Rekneme, 7e M C X je e-sit v
X, jestlize pro kazdy bod x € X existuje bod y € M takovy, Ze p(z,y) < €.
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Definice 13. Metricky prostor (X, p) se nazyva totdlné omezeny, jestlize pro kazdé € > 0
existuje koneéna e-sit.

Poznamka 14. o Nékdy se tika i prekompaktny.
e Definici lze potkat i takto: Z kazdého e-pokryti lze vybrat koneéné podpokryti.

Uloha 15. Za jakych podminek je diskrétni metricky prostor omezeny? Za jakych je totalné
omezeny?!

Reseni: Jelikoz koule v diskrétnim metrickém prostoru jsou bud jeden bod nebo cely
prostor, je diskrétni metricky prostor vidy omezeny.

7 téhoz duvodu je totalné omezeny pravé tehdy, kdyz ma koneény pocet prvkii.

Uloha 16. Uvazujte prostor [2. Jeho jednotkové sféra je omezena mnozina. UkaZte, Ze neni
totalné omezena.

ReSeni: Uvazujme M mnozinu posloupnosti a,, které maji na n-tém misté 1, jinde 0.

Pak p(an, by) = V2.

Zvolme tedy e = 1/8 ae-sit S. Pak ale S nemiize byt kone¢né, protoze pot¥ebuje nekoneéné
mnoho bodu (a e-kouli) aby pokryla M.

Uloha 17 (PRAVDA —~ NEPRAVDA).

ANO Totalné omezend mnozina je omezena.
NE Omezend mnozina je totalné omezena.

Uloha 18. Ukaite, 7e uzavér totalné omezeného prostoru je totalné omezeny.
ResSeni: Necht A je totalné omezeny. Pak lze najit kone¢nou e/2-sit

M ={xy,z9,...,2,}

takovou, Ze

AC U B(x;,¢/2).

i=1,....,n

Pak A C Ui:l,...,n B(xz;,€).

Zvolme z € A. Pak kazda koule se stfedem v x protind A. Specialné tedy existuje
y € B(xz,e/2) N A.
Zarovein toto y € B(z;,£/2) pro néjaké i. Ale pak

p(z,z;) < p(z,y) +ply,z:) <e/2+¢/2=¢.
Hotovo.

Uloha 19. Najdéte piiklad metrického prostoru, ktery je totalné omezeny, ale neni kompaktni.
ResSeni: Napfi. interval (2,4) - neni uzavieny.
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