12. cviceni - Fourierovy rady 2
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

1. Dokreslete funkci na m-periodickou, 27-periodickou sudou a 27w-periodickou lichou:

/\/\/_\/\

,,,,,,,,

NN N
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2. Rozviiite funkci do sinové/kosinové Fourierovy fady. Rozhodnéte, zda fada konverguje
na R a urcete jeji soucet. Urcete pak soucet Ciselnych rad.
(a) Sinovou i kosinovou f(x) = z na [0,7)
ResSeni: Pro sinovou fadu mame
e Liché rozsifeni, dostavame funkci z na (—m, 7).
Mame V(f, —m,m) = 4, tedy f € BV[—m, 7.
Funkce f je licha, tedy a, = 0 pro v8echna n € Ny. Pro b, mame

2 [T 2 [ — T o2 [T
bn:/ x.sm(m)dx:[f‘mmq _/ cosnz
0 0

T ™ n 0 s n

=2
0 n

2[ CoSNT sinmc]’r (—1)ntt

n n?
e Fourierova rada je pak tvaru

OO n+1

;o ="
s = 22—

Z - sin(nx)

n=1
Z Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, Ze na [—m, 7] je

@)+ )
2

¥ loc
Navic sy, = na (—m, 7).

Kosinové rada
e Sudé rozsiteni, dostavame funkci || na (—m, 7).
e Mame V(f,—m,m) =4m, tedy f € BV[—m,7].
e Funkce f je suda, tedy b, = 0 pro vSechna n € N. Pro a,, méme

™

2/” 2 [ﬂ
ay = — zde=—|—| =m
T Jo 2],

2 [T 2 i T2 [Tsi
an:/ x.cos(m)dx:[fmw} _/ sinnz
0 T 0

v n g T n
2 [ sinnz cosnz|” 2
= Z - 2 (~1)" -1
T [x n ]0 n27r(( ) )
e Fourierova rada je pak tvaru
T o= 2
R 2 (= _
' =3 —|—n§:1 n27r(( 1)" — 1) cos(nx)

e 7 Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, Ze na [—m, 7] je

)+ fam)
2

¥ loc
Navic sy, = na (—m, 7).
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(b) #* Kosinovou fadu f(z) =e® na [0,m)
e Sudé rozsifeni, dostavame funkei el*! na (-7, 7).
e Funkce je po ¢astech monotoénni na (—m, ), tedy f € BV |[—m, 7).

e Funkce f je suda, tedy b, = 0 pro vSechna n € N. Pro a,, méme

2 [T 2 2
— d:* 1‘7‘(':7 71'_1
== [erar= 2= 2 - )
2 (7,
ap =— [ €*cos(nz)dx
T Jo

Dvakrat integraci per partes vyjde

1 . 1 .
/eJj cosnx dr = —e*sinnx — — [ e*sinnz dzx
n n

1 .
= —esinnx + —26‘” COSNT — —5 e” cosnx dz.
n n n

Odtud vyplyva, ze

1 1 1
(1 + 2> /ex cosnx dzx ¢ —e’sinnx + —269” CcOoS NI
n n n

x
c n . 1 e .
/ex cosnx dz = e’ sinnz+ e’ cosnr = 5 (nsinnr + cosnx)

14+ n? 14 n? 1+n
Tedy
T 2

0 - (1 +n?) ¢

2 x
an = — {l—finQ (nsinnx + cos na:)]

e Fourierova rada je pak tvaru
o
f: —1)" -1
s +z:17T 1—i—n2 e"(—1) ) cos(nx)

e 7 Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, Ze na [—m, 7] je

@)+ fam)
2

¥ loc
Navic sy, = na (—m, 7).

(c) & Kosinovou fadu f(z) =sinz na [0, 7)

oo .

Z (—1)n+1 s n
n

n=1

Reseni:

e Sudé rozsiteni, dostavame funkei | sin x| na R.

e Funkce je po ¢astech monotoénni na (—m, ), tedy f € BV |[—m, 7.
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e Funkce f je suda, tedy b, = 0 pro vSechna n € N. Pro a,, méame

2 (7. 2 » 4
ag=— [ sinzdr = —[—cosz]; = —
T Jo T ™

™

2 ™
ap = — / sin x cos(nx) dx
0

Lze Tesit dvojnasobnym per partes, pies komplexni exponencielu nebo ze vzorce.
Tedy pro n > 1 je

2 (7. 2 1 (7. .
a, =— [ sinzcos(nz)dxr =—-= [ sin(z —nz)+ sin(z + nx)) dz
T Jo T 2 Jo
2 1 (™. .
=—- / sin(z(1 —n)) + sin(z(1l +n)) dz
T 2 0
1 [ cos(z(1—mn)) cos(xz(l+n))]"
o 1-n 1+n 0
1 ( cos(m(l—n)) cos(m(l+mn)) 1 1
== - + +
T 1—n 1+n 1-n 1+n
RGN G N S
oo 1 +n  1-n 14n
B n liché,
- 1_4RQ, n sudé.

Pro n =1 méame

2 [T 2|1 T
a1:/ sinxcoszxdx = — [sinzx} =0.
T Jo T2

e Fourierova rada je pak tvaru

2 4N 1
sf:W_Zl4n2_lcos(2nx)

e 7 Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, Ze na [—m, 7| je

@)+ )

f loc
Navic s; = na (—

e Dosadime z = %:

Tedy
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(d) # Sinovou fadu f(z) = cos(az), a > 0 na [0, )

(—1)"(2n +1)
nzl (2n+1)?

ResSeni:

e Liché rozsifeni.
e Funkce je po ¢astech monotonni na (—x, ), tedy f € BV |-, n].

e Funkce f je lich4, tedy a, = 0 pro vSechna n € Ny. Pro b, mame

2 ™
by, = / cos(ax) sin(nzx) dx
0

™

Lze Tesit dvojnésobnym per partes, pies komplexni exponencielu nebo ze vzorce.

Zafixujme n € N. Pak pro a # n mame

by, = 2 /7r cos(ax) sin(nz) dx = 2, 1/7r —sin(ax — nx) + sin(az + nx) dz
T Jo T 2 )
1 [cos(ax —nz) cos(ax +nx)]"
T [ a—n B a+n ]0
1 <cos(7r(a —n)) cos(m(a+n)) 1 N 1 >
s a—n a+n a—n a+n

a+n n—a a? —n?

1 <2(:os(7r(a+n)) N 2cos(m(n —a)) N 4n >
—27

Pro a = n mame

9 s 2
b, = — / sinnx cosnz dr = / sin 2nxz dz = 0.
0 0

s s

e Fourierova rada je pak tvaru

2

o 1 i (cos(ﬂ(a +n)) n cos(m(n — a)) N 2n 2) sin(nz)

s a-+n n—a a“—n
n=1,n#a

Ekvivalentni vysledek:

9 ()
122 5 e i
n=1,n#a

e 7 Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, Ze na [—m, 7] je

)+ )
2

¥ loc
Navic sy, = na (—m, 7).
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e Dosadime x = g aa=2:

1 cosa — 1 i (cos(;r(Z +n)) cos(m(n 2— 2)) N - 2n
s e L2 +n n—
R O ) L ) o
=—— Z + - = sin(n—)
Wn:17n¢2(2+n n—2 n°—4 2
1 < [2n(-1)"—2
-1 > ( )
T n* —4 2
n=1,n#2
72 (2n+1 )”
B (2n + 1
Tedy
i Cn+1)(=D)"  «
2 _
o 2n+1)2-4 4
(e) Kosinovou fadu f(z) = sgn(sin 3z) na [0, 7)
- 1
7;) (B3n+1)(3n +2)
(f) % Kosinovou fadu
cos x, rel0,%
fla) = o8
—cos x, r € (3,7

(g) Sinovou fadu f(x) = cos2z na [0, )

3. Parsevalova rovnost:
(a) Funkce f(z) =z na [-=
aplikujte Parsevalovu rovnost.
(b) Funkce f(z) = 22 na
aplikujte Parsevalovu rovnost.

(c) Funkce f(z) = 2° — 722 na

rfadu a aplikujte Parsevalovu rovnost.

— n2> sin(ng)

), pak je 2m-periodickd. Najdéte jeji Fourierovu fadu a
[—7, ), pak je 2m-periodicka. Najdéte jeji Fourierovu fadu a

[—7,m), pak je 2m-periodicka. Najdéte jeji Fourierovu

4. Rozvinte funkei do (sinové, kosinové, oby¢ejné) Fourierovy fady. Rozhodnéte, zda fada
konverguje stejnomérné (lok. stejnomérné) na nejvétsich moznych podintervalech [0, 27]
(pfip. R) a urcete jeji soucet. Urcete pak soucet zadanych ¢iselnych fad.

(a) sinova rada: f(z) = cos(ax), a > 0, € [0, 7),
; (2n +1)?

(b) kosinova fada: f(z) = sign(sin(3z)), = € [0,7), Z
= (Bn+1

'y

SlIl2 no

5. ® Pro o € [0, 7] sectéte Fady Z

n=1

Ndvod: Rozvirite funkci X[—q,a]-

n=1

[e.e]

2

(—1)"(2n + 1)

-4

1
)(3n +2)

COS™ n&

n2
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6. Zkouskové pisemky doc. Rokyty: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ rokyta/vyuk
a/ a prof. Picka https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"pick/

™ T

(a) Funkce f(x) = cos3x na [, 5], f(z) = 0 jinde na (—x,7), pak je 2m-periodicka.
Najdéte jeji Fourierovu fadu a aplikujte Parsevalovu rovnost.

(b) oS f(z) = sinhaz na [0,7), a > 0. Dodefinujte ji na celé R tak, aby ji bylo
mozno rozvinout do 2mw-periodické Fourierovy fady, obsahujici pouze siny. Tuto
fadu spoctéte. Urcete, k jaké funkci konverguje vysledné fada a proc.

(c) Naleznéte 2m-periodickou funkci f, kterd je na intervalu (—m, 7] definovana pired-
pisem

f(t) = |sin(t) + ¢
Spoététe Fourierovu fadu s/ funkce f. Uréete, pro ktera t € R konverguje s/ bodové

a v téchto bodech uréete jeji soucet. Rozhodnéte, zda s/ konverguje stejnomérné
na R. Pomoci této fady sectéte ¢iselnou fadu

(25 —1)2 452 -1
Jj=0 J

(d) Naleznéte 2m-periodickou funkei f, ktera je na intervalu (—m, 7] definovéna pred-
pisem
t
flt)=ez.
Spo¢téte Fourierovu fadu s/ funkce f. Urcete, pro ktera t € R konverguje sf

bodové a v téchto bodech urcete jeji soucet. Naleznéte maximélni intervaly, na
nichz sf konverguje lokalné stejnomérné. Pomoci této fady sectéte ¢iselnou fadu

n
pt 4k* +1

Bonus
7. €8 Pomoci koeficientit ap, by, Fourierovy rady 2m-periodické funkce f(x) vyjadiete koe-
ficienty posunuté funkce g(x) = f(z + h), h > 0.
8. © Necht f je integrovatelna na [—m, w]. UkaZzte, Zze plati
(a) Je-li f periodickd s periodou m, tedy f(z) = f(x + m) pro kazdé = € R, pak
agk—1 = bop_1 = 0 pro kazdé k € N.
(b) Je-li f antiperiodicka s periodou 7, tedy —f(z) = f(z + m) pro kazdé = € R, pak
ag = agg, = bg, = 0 pro kazdé k € N.
9. 3 Necht f je 27r-periodicka funkce, necht navic f € C1(R). Ukaite, 7e
(a) jestlize ar = 0 pro Vk > 0, pak f(x) je lich4;
(b) jestlize by, = 0 pro Vk > 1, pak f(z) je suda.
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882 16. FOURIEROVY RADY

Nyni uvazujmea = 2 a x = Z, pak mame
y 2

o0

—l =cosm = % Z [(=D)" — l]sinn%
n=1,n#2
(= 2)( D*(2k + 1)
Z — 2k +1)?

(=% 2k + 1)
Z (2k +1)2—4"

Tedy

D@k +1) =«
Z(2k+1)2 4

16.7.6. Priklad. Rozvirte funkci
@ f(x) =sign(sin3x), x €0, ],

do Fourierovy rady na R, ktera obsahuje pouze ¢leny s cosnx. Rozhodnéte, zda
rada konverguje na R a pokud ano, uréete jeji soucet. Pomoci této fady pak uréete
soucet ¢iselné fady

; 3k + l)(3k +2)
Reseni. Uvazujme sudé 2-periodické rozéiteni f na R, tj. funkci
I, xe((-m-3m)U((=Z.0U(0.2)UGr )+ 2%k k €L,
gx) =10, x=Zkkel,
—1, xe(-3r-2%)U(Z.2n)) +2kn.k € Z.
Dle Véty 16.4.3 konverguje Fourierova fada g k funkci

7

1, x=kn, k €2,

S
D g(x), jinak.

h(x) = {

Spoctéme koeficienty této fady. Jelikoz je g suda, plati b, = 0 pro kazdén € N.
Jinak mame

B AR
T Jo 3

2 T 2 Z T T
a, = —/ g(x)cosnxdx = — / cosnx dx —/ cosnx dx + / cosnx dx
T Jo T 0 pud 2.

= 4 (sm(—)—sm(zn—n))
n

o

Wiy

Sl




16.7. POCETNI PRIKLADY K FOURIEROVYM RADAM 883

Tedy
0. n € {6k, 6k + 1,6k + 3,6k + 5}k € N U {0},
an=1{*3 5 =6k+2keNUI{0}
43— 6k + 4,k e NU{O}.

wn ’

Proto ma Fourierova rada funkce g tvar

Q" 1 43
§+Zancosnx=§+ - Z(6k+2

n=1 k=0

1 43 1 1
1= h(x) = - + Y2 N
D=3+ ;(6k+2 6k+4)

cos(6k + 2)x —

1
6k + 4 .
k14 cos(6k + )x)

Pro x = 0 mame

1 23 1
3 o= Bk + 1)(3k +2)
Odtud plyne
i 1 o
= Bk +1DHBk+2) 33

16.7.7. Priklad. Pro o € [0, 7] seététe fady Y00 | Sine 5 30 co® na

n2 n2

Resent. Uvazujme funkci f(x) = x[—a,0] € 1([=7, 7]) a rozvinme ji do Fourierovy
fady. Mame

1 [T 2
do = — fx)dx = “
TJ) . p
' o
1 kg 1 i > sinna
n = — f(x)cosnxdx:_[sm j| _ 2sin Caen.
R T h —a nrw

Diky sudosti funkce f* jsou pak vSechny koeficienty b, nulové.
Podle Véty ?? plati

/ | f(0)]? dx = gag + Zn(a,% + b2).
- n=1

Tedy dostavame

z ¢ehoz plyne

i sin? na o —a)
> — = .
= n 2



ReSeni: Na intervalu (—,0) jsou ¢ésti integralfi pro koeficienty a,, b, nu-

lové.
1 [T 1 _
aoz—/ sin xdx = — [—cos ], = —
7 Jo m m
I L[, .
a,=— [ sinxcosnrdr=— [ sin(l+n)r—sin(l —n)rdr=
T Jo 2r J
1 [—cos(l+mn)x cos(l—n)x]™ 1 /(=1 1
[ — J— e +
2m I1+n 1—n o T\l-n 1+n
Pro n > 1 plati:
1 T . . 1 T
b,=— [ sinxsinnrdr=— | cos(l—n)r—cos(l+n)rdr=
T Jo 2r Jo
1 [sin(I—n)x sin(l+n)z W_O
27 1—n I+n 0

Koeficient b; musime spoditat oddélené: :

1 . 1 ks 1 1
Y P [ TR
7 J or Jo 2r 2

Fourierova fada mé tvar:

11 1o ((=1)" 1
f(x):——i—isinx—i-;;((l_)n+1+n>cosnx:

T
1 1 . 2 X Cos 2nx
Bk Dy

Podle Dirichletovy véty je soucet této fady roven f(x) pro kazdé x € (—m, 7).

@ Priklad 6. RozloZte v kosinovou Fourierovu fadu funkei:

v
) = 07_>
COosS ¥ X < 5

1= — oS T, $€<%,7T>.

Reseni:

Protoze rozkladdme v kosinovou tradu, jsou vechny koeficienty b,, nulové.

2 5 2 T 2 Ed 4
aoz—/ cos xdx——/ cos xdxz—([sin x]¢ — [sin x]%) =
0

™ ™ % ™ ™

16
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%
/2_ 20
~ < g T 2 o A %o
A= . L47>Y’“'<;Q§ LD NN = L 3
= ®
o)
kig z
an:g/2cosxcos nxdx—g/ COS T COS nl’dl’:l/2COS(1+n>l’+
™ Jo ™ % ™ Jo

1 i
+cos(1—n)xdx——/ cos (1 +n)x + cos (1 — n)rdr =
T J=

1 [sin(l+mz  sin(L-m)x)?  [sm(+n)r | sin(l-n)z)") _
([ ] e ] )

14+n 1—n 14+n 1—n

s

0

(
0, pron liché
4 1
=q -1 pro n = 4k + 2
7l—n
4 1
| Fiop POnEH

Tento zapis lze sjednotit do jediného:

= 21 (1) 4 )

Pak tedy, protoze funkce je spojita, plati podle Dirichletovy véty na celém

intervalu (—7, 7) :

f@) =2+ 23D (1" 4 )

™

0
COs nx

1 —n?

,, COS NI
1 —n?

(=1)

2 4
=4 =
T 7

n=1

@ Piiklad 7. RozloZte v sinovou Fourierovu fadu funkci f(x) = cos 2z na
intervalu (0, 7).

Reseni:

Protoze rozkladdme v sinovu fadu, vSechny koeficienty a,, jsou nulové.

2 [T 1 [7
bn:_/ oS 2xsinnxdx:—/ sin (24 n)x +sin(n — 2)xdr =
T Jo T Jo
L f=cos(n+2)x cos(n—2)x]" 1 /(=1)""+1 .\ (—1)"*+ 41
o n+ 2 n—2 0_7r n+ 2 n—2
1 n+2+n—2 2n(-1)"t14+1
= (0 -2y
T n?—4 T n*P-—4

Protoze funkce je spojita, podle Dirichletovy véty plati na celém

intervalu (—7, 7) :

17

£ Q2 é‘/o\qa:{ e =0 ( 2oy 2/"2)



Y
P
De T <§ D AR T A Ay

o
3% 1 Lt A = O
«ro A

>]

1 & ”“—1—1 )sin nx > 2n + 1
—Z = Z sm(2n—|—1)x
— —4 (o (2n + 1)?

Ptiklad 8. Rozvitite ve Fourierovu fadu na intervalu (—m, ) funkci

—;w+@ € (—m,0)
f($): 1
5(%—3:) x e (0,m).

Reseni:
Jde o lichou funkci, tedy vSechny jeji koeficienty a,, jsou nulové. Spocteme

koeficienty b,

2 ("1 1 i "
bn:—/ —(r —x)sin nxdr = — <[—7TCOS nx} —/ 2 sin nxdx) =
T Jo 2 s n 0 0

= pouZiji metodu per partes =

1 Ccos nri™ cos nx cos nx B
= ([ - [ - [ o an) =
_1 cosS nx™ cos nx sin nx 17w _1
_;<[_7T n }o_[_ { n? }) ™ n

Podle Dirichletovy véty fada konverguje pro v8echna x € (—m,7)

kromé x = 0 k zadané funkci:

O
Z sin nx

n=1

Ptiklad 9. Funkei f(z) = 72 — 2? rozlozte ve Fourierovu fadu na intervalu

(=7, ). Najdéte soucty fad:

2.

1

© (_1>k+1 © 1
DI
— k=1
Reseni:
Jde o sudou funkci, tedy vSechny jeji koeficienty b,, jsou rovny nule. Spoctu

koeficienty a,,:

2 [T 2 T2 3 4
QOZ;/O (7* — 27) dx:;{xwz—%L:;(Wg—%) :§7r2
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16.7. POCETNI PRIKLADY K FOURIEROVYM RADAM 883

Tedy
0, n € {6k, 6k + 1,6k +3,6k + 5,k € N U {0},
an={%8 ;1 =6k+2keNuUI{0.

mwn ?

48y =6k +4,k € NU{0).

Tn

Proto mé Fouricrova fada funkce g tvar

I o= G o 1
§+Zar,,cos;z.x=§+——2(6k 2c05(6k—2)r—

T

3 cos(6k + 4)x) .

n=1

Pro x = 0 miame

1 . 4% & 1 1
._; —_—— i e S
b=nE)=gt= M(ék+2 6k+4)
1 23 & 1
30 m G+ DEk+2)

Odtud plyne

o0 T
Z Gk + 1) (3A+2) 3J§‘

16.7.7. Priklad. Pro« € [0, n] seététe fady 3°°° | ‘”f% 8 N E’j—?zﬂ.

Reseni. Uvazujme funkei f(x) = X~a.a] € N([~m,7]) a rozvitime ji do Fouricrovy
fady. Mdame

| B 2
a=~[ feyde==
A i

an = l Sf(x)cosnxdx = — nelN,
T

o b4 n

T 1 [sinnx]a 2sinno
- nm

Diky sudosti funkce f jsou pak vicchny koeficienty b, nulové.
Podle Véty P? plad

f |f()? dx = an + Z m(a? + b2).

n=l1

Tedy dostavime

oo
7 O‘.' sm -']'Ct’
= Z ez
= n2mn?

(S

z ¢choz plyne

i sinne a(r — )

n? 2

n=l1



884 16. FOURIEROVY RADY

Dale plati dle Pitkladu ?P? vztah

P

- oo o0 - ¥ [="s] 3

b4 1 sin” nu cos* no
=) == H ;
e =L m D e

1
n=1 n= n=1 !

z které¢ho plyne rovnost
Py

i cos?na w2 —3ma + 3a?
n? 6 '



Pisemka z 10.2.2006 - reieni 4

4. [7b] M&jme f(x) = cos 3z na (~=Z,Z), f(z) =0 na (-, —%) a (&, ) a dile periodicky s periodou 2.

1. Rozviiite tuto funkei do 27-periodické Fourierovy fady. Urcete, k jaké funkei konverguje vyslednd
fada a pro¢.

2. Napiste Parsevalovu rovnost a vypottem uréitého integralu v ni sedtéte piislunou &selnou fadu.

Reseni: Funkce je suda, tedy:

= .

¥ 2 G
ag——-E/ cosS:rda::[—sinB:u} :i,
T Jo 3 o 97
a déle . _
& §
Ty = 2/ * cos 3z cosna da = / (cos(3+n)x + cos(3—n)z) dz.
0 0

Je vidét, ze vypoélet bude vypadat jinak pron =3 a jinak pro n # 3. Pro n = 3 mdme

=

L3 1R, Foroow
Tag = -/1; ((:0562 - 1) dr = E[smﬁxh + 5%’
zatimco pro n # 3 je
m 1 "~ ¥
Tn = §+_ﬁ. [sin(3+n)m]: + 3—_; [Sil’l(:}—ﬂ):ﬂ]oﬁ =
1 1 T 1 1
— rYe sin(3+:r1):3—r + msin(:}—n)% = = cosng + = cosn% =
(] T

= mmsng.

Fourierova fada mé proto tvar

. cos BT cosna

11 6 :
F;(m)—§+gc093m+;n=§#qTﬂ?—-,

a protoZe zadand funkce je po ¢dstech C' s vlastnimi jednostrannymi limitami hodnot funkee i derivact ve
viech ,hrotech®, a navic je spojitd na celém R, konverguje Fourierova ¥ada bodové pro viechna z € R a
plati Fy(z) = f(z) pro viechna z € R.

" 2
Parsevalova rovnost (v nasem pifpads 2 9 cos? 3zdz = % + %0 a2) davé:

1 p) 1 36 i cos? BX

S T e
2 3
[§] O a6 T i
pripadné:
i cos? 2% _ b5n? 1

9—n2)2 — 1296 163"
i, (0127 T 1206 162



Pisemka z 16.1.2006 — reSeni 4

( 55 ) 4. [8b] Funkce f spliiuje f(z) = sinhaz na (0,7), a > 0.

1. Dodefinujte ji na celé R tak, aby ji bylo mozno rozvinout do 27-periodické Fourierovy rady, obsahujici
pouze siny.

2. Spoctéte tuto fadu. Urcete, k jaké funkci konverguje vysledna fada a proc.

>{Naplste Parsevalovu rovnost pro funkci f a vypoctem urcitého integralu v ni se¢téte prislusnou
¢iselnou radu.

Reseni: Funkce je sama o sobé lichd na (—, 7), neni proto nutno ji nijak modifikovat. Z lichosti dostavéame

2 0 2 0 ellfl? _ e*(l.’ﬂ )
ag =a, =0, b, = — sinh az sinnx de = —Im — " dzr,
T Jo T 0 2

s vyuzitim vlastnosti komplexni exponenciely. Spoc¢téme nejprve

4 . 1 . a—in
az Gine g, am ginm _ 1) — : am (_1\? _ 1 ,
/0 e ¢ o a+in(e € ) a2+n2(e (=1) )

tedy
T ) n
I ax znacd _ 1 _1 n+l _anm .
m/oe e T 7a2+n2(+( )"e )

Pouhou zadménou (—a) za a dostaneme

T ) n
I —axr inT d = — 1 _1 n+l_—am ,
m/o e e = s s ( +(—=1)""e )
a tedy
et _ g—ar 2 1 n B 2 ( 1)n+1n
ne _ n+1l/ _anm am
7Im/ l dZL'— ;§m [1_]—+(_1) (e — € ):| ;Slnhaﬂ'w

Fourierova rada méa proto tvar

n+1

Fi(z) = — s1nh am Z sinnx ,

a protoze zperiodizovand sinhaz (oznaéme ji f) je funkce po é&astech C' s vlastnimi jednostrannymi
limitami hodnot funkce i derivaci ve v8ech bodech nespojitosti, konverguje Fourierova rada bodové pro

( ) _ f(w+)+]‘~(w—)

viechna z € R a plati Fy(z pro vSechna z € R.

Parsevalova rovnost (v nasem prlpade LT 1 f(@))?de =07 b2) déavé:
<
1" . 2 2 2
= /—n sinh? az dx = <7r sinh aw) Z:: (azj—inz)z . (2)
Protoze (spoctéte si) L [T sinh? az dz = (5“‘21‘% —1), (a # 0!) dostaneme kone¢né:?
X
> n? w2 sinh 2am
Z 21 202 g2 -1}, a#0. (3)
— (a? +n?) 4sinh? an 2am

2Pro a = 0 d4va Parsevalova rovnost (2) trividlni identitu 0 = 0, ale zkuste si ve vztahu (3) spo&itat na obou stranich

lin%. Co dostanete? Je to spravng? A uméli byste odtivodnit, Ze limitni pFechod uvnitf¥ nekone¢ného souttu je korektni? :-)
a—r
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V tomto ppadé by = —7,bs5 = § a ostanf koeficienty jsou nulové.

(b)

cost x =

1 + cos 2a 1+ cos 22\ 2
pouZiji vztah cos® o = —-—2—) = <_2__) a3

(14 2cos 22 + cos® 22) = (pouriji stejny vatah pro cos? %) &=

o =

1Dq2$+___“l+cos4x 3+ cos?r—i—lcoqclx
e — D& = - — ¢ — S 2
4 2 8 8 2 8

V tomto pifpadé ag = §,a; = §,a4 = L a ostatni koeficienty jsou nulové.

U tohoto piikladu vidime, e ne vzdy je tfeba pocitat Fourierovy koefici-
enty pres integraly. Pokud mém soudet, soudin & mocninu goniometrickych
funkef, je nékdy moiné pouzitim vztahi, které pro né plati, pfevést funkci
na linedrnf kombinaci funkef cos nz, sin nz. Ziskdme tak vlastng Fourierovu

Fadu dané funkce s konefnym poctem nenulovich koeficientt.

Priklad 2. Pomoci koeficienttt ay,, b, Fouricrovy fady 27-periodické funkce
y = J(z) vyjadrete koeficienty al,, b/, posunuté funkee y = g(z) = f (x+h),

kde h > 0 je kladnd konstanta.

Reseni:

Piivodni funkee je y = f(z), jeji koeficienty jsou
1 ™
Chy = —f f(z) cos nzdz,
e
1 i3
by = ~/ f(x) sin nz dz.

11



Funkce y = f(z + h) m4 koeficienty

=l

gL s / J(z + k) cos nadz = (pouZiji substituci ¢t =z + k) =
=N

| =

w+h
= / f(t) cos(nt — nh) dt = (pouZiji vzorec pro kosinus rozdilu)

m wh
r 1 mh 1 7+h
= i—/ f(t) cos nt dt} cos nh + {—/ f(t) sin nt dt} sin nh =

L™ w+h mJz +h

m+h w w+h —n+h -7
(nyni vyuziji toho, %e plati: = +/ -/. = / ,
e w = -7

=T+

protoZe z toho divodu, %e funkce mé periodu 27, maj druhy

a tleti ¢len opacnou velikost, takZe se odedtou)

. E/_ F(t) cos ntdt

cos nh + E/ f(t) sin nt dtJ sin nh =

= a, cos nh + b, sin nh

l ki
b, = :/ f(z + h) sin nxdz = (pouziji substituci ¢ = z + h) =

T 4-h
= —/ f(t) sin(nt —nh)dt = (pouziji vzorec pro sinus rozdilu)

m

—+h
i 1 m+h 1 T+h
= “/ f(t) sin nt dt} cos nh — [—/ f(t) cos nt dt} sin nh =
LT J—m+h T J-rmith

(upravim meze jako u koeficientti a,, :)

r ™ 1 ™
= l/ f(t) sin nt dt} cos nh — {—/ f(t) cos nt dt} sin nh =
LT Jn L

= b, cos nh — a, sin nh

Priklad 3. Necht y = f(z) je funkee integrovatelnd na (—r, 7). Dokaste, e
pro koeficienty ay, by Fourierovy fady funkce f plati:

(a) Je-li f periodickd s periodou 7, tj. f(z) = f(z +7) pro kazdé z € R, pak
Qgg—1 = bog—1 = 0 pro kaZdé k € N.

12



(b) Je-li f tzv. antiperiodicka s antiperiodou , tj. f(z+7) = —f(z) pro
kazdé x € R, pak ag = ay, = by, = 0 pro kazdé k € N.
Resent:

(a)
i ¥ I 7
Q-1 = — f(@) cos (2k — 1)z dr = - [ f(x)cos (2k — Dadx +
1 I -
+ = / f(z) cos (2k — 1)z dr = (u prvntho integralu provedu substituci
T Jo
1 i
r=r+7)= = / f(x+7)cos (2k — 1) (2 + 7) dz +
™ Jo
¥ % f f(z) cos (2k — 1)z dx = (pouZiji vztah pro kosinus souctu a
0
vyuZiji, Ze plati f(z) = f(z + 7)) / f(z) [cos (2k — 1) cos (2k — 1)x
—8in (2k — 1)z sin (2k — 1)7] dz 4+ = / f(z)cos (2k — 1) dx =
T Jo

= ~l/ [ () cos (2k — l)ardx-i-i/ f(x)cos (2k — Daxdz =0
T Jo T Jo

bog—1 = / f()sin (2k — D dx =t f( )sin (2k — D dx +
+ g A f(x)sin (2k — 1)z dz = (u prvnfho integralu provedu substituci
r=x4+7)= %/ﬂﬂf(err)sin(%& )(z+n)de +
+ % '/: f(z)sin (2k — 1)z dz = (pouiji vztah pro sinus souctu a
vyuZiji, Ze Ze plati f(z) = f(z + 7)) = / f(z) [sin (2k — 1)z cos (2k — )7
+ cos (2k — 1)z sin (2k — 1)7] dz + ;f“fo [(z)sin (2k — 1)z dx =

- / f(@)sin (2 — Dz de + = / f(x)sin (2k — Ve dz =0
T Jao T Jo

13



(b)
1 w ‘ 1 0
Ao = :T-f S(x)cos (2k)z dx = :/ f(z) cos (2k)a do +
7 - T s
A+ é/ f(z) cos (2k)x dz = (u prvniho integrilu provedu substituci
T Jo
r=x+m / f(x+ ) cos (2k)(x + 7)) dz +
+ % / f(z) cos (2k)z de = (pouZiji vztah pro kosinus sou¢tu a
S0
vyuZiji, Ze plati — f(z) = f(z + 7) / f(z) [cos (2k)x cos (2k)x
+sin 2K}z sin (k)] do + 1 / £() cos (2k)z dz =
0

= —% /0” [(zx) cos (2k)z dz + -:'F /077 f(x)cos (2k)xdz =0

bap = %/: f(z)sin (2k)x dx = %/_i f(zx)sin (2k)z dz +
= :%/[: f(z)sin (2k)x dz = (u prvniho integralu provedu substituci
rT=x+T) f f(x+m)sin (2k)(z + =) dz +
+ % /0 r f(z) sin (2k)z dx = (pouZiji vztah pro sinus soudtu a
vyuZiji, Ze plati — f(z) = f(z +7) / f(z) [sin (2k)x cos (2k)x
+ cos (2k)x sin (2k)7] dx + % /{; J(z)sin (2k)xdz =
= *% /u' f(z) sin (2k)x dz + %/UT flz)sin (2k)zdxz =0

Priklad 4. Naleznéte Fourierovu fadu funkee f(z) = sgn(z) na intervalu

(=, 7).
Pro kterd x nalezend fada konverguje a jaky je jejf soucet? Pomocf vysledku

urdete soucet nekonené fady
! 1 i ) 2 1
3 5 7 9 7
14
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