
12. cvičení - Fourierovy řady 2
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Příklady

1. Dokreslete funkci na π-periodickou, 2π-periodickou sudou a 2π-periodickou lichou:
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2. Rozviňte funkci do sinové/kosinové Fourierovy řady. Rozhodněte, zda řada konverguje
na R a určete její součet. Určete pak součet číselných řad.

(a) Sinovou i kosinovou f(x) = x na [0,π)

Řešení: Pro sinovou řadu máme
• Liché rozšíření, dostáváme funkci x na (−π,π).
• Máme V (f,−π,π) = 4π, tedy f ∈ BV [−π,π].
• Funkce f je lichá, tedy an = 0 pro všechna n ∈ N0. Pro bn máme

bn =
2

π

Z π

0
x · sin(nx) dx =

2

π

�−x cos(nx)

n

�π

0

− 2

π

Z π

0

cosnx

n
dx

=
2

π

�
−x

cosnx

n
+

sinnx

n2

�π

0

= 2
(−1)n+1

n

• Fourierova řada je pak tvaru

sf =

∞X

n=1

2
(−1)n+1

n
sin(nx)

• Z Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, že na [−π,π] je

sf =
f(x+) + f(x−)

2
.

Navíc sfn
loc
⇒ na (−π,π).

Kosinová řada
• Sudé rozšíření, dostáváme funkci |x| na (−π,π).
• Máme V (f,−π,π) = 4π, tedy f ∈ BV [−π,π].
• Funkce f je sudá, tedy bn = 0 pro všechna n ∈ N. Pro an máme

a0 =
2

π

Z π

0
x dx =

2

π

�
x2

2

�π

0

= π

an =
2

π

Z π

0
x · cos(nx) dx =

2

π

�
x sin(nx)

n

�π

0

− 2

π

Z π

0

sinnx

n
dx

=
2

π

�
x
sinnx

n
+

cosnx

n2

�π

0

=
2

n2π
((−1)n − 1)

• Fourierova řada je pak tvaru

sf =
π

2
+

∞X

n=1

2

n2π
((−1)n − 1) cos(nx)

• Z Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, že na [−π,π] je

sf =
f(x+) + f(x−)

2
.

Navíc sfn
loc
⇒ na (−π,π).
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(b) R Kosinovou řadu f(x) = ex na [0,π)

• Sudé rozšíření, dostáváme funkci e|x| na (−π,π).
• Funkce je po částech monotónní na (−π,π), tedy f ∈ BV [−π,π].
• Funkce f je sudá, tedy bn = 0 pro všechna n ∈ N. Pro an máme

a0 =
2

π

Z π

0
ex dx =

2

π
[ex]π0 =

2

π
(eπ − 1)

an =
2

π

Z π

0
ex cos(nx) dx

Dvakrát integrací per partes vyjde
Z

ex cosnx dx =
1

n
ex sinnx− 1

n

Z
ex sinnx dx

=
1

n
ex sinnx+

1

n2
ex cosnx− 1

n2

Z
ex cosnx dx.

Odtud vyplývá, že
�
1 +

1

n2

� Z
ex cosnx dx

C
=

1

n
ex sinnx+

1

n2
ex cosnx

Z
ex cosnx dx

C
=

n

1 + n2
ex sinnx+

1

1 + n2
ex cosnx =

ex

1 + n2
(n sinnx+ cosnx)

Tedy

an =
2

π

�
ex

1 + n2
(n sinnx+ cosnx)

�π

0

=
2

π(1 + n2)
(eπ(−1)n − 1)

• Fourierova řada je pak tvaru

sf =
2

π
(eπ − 1) +

∞X

n=1

2

π(1 + n2)
(eπ(−1)n − 1) cos(nx)

• Z Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, že na [−π,π] je

sf =
f(x+) + f(x−)

2
.

Navíc sfn
loc
⇒ na (−π,π).

(c) Q Kosinovou řadu f(x) = sinx na [0,π)
∞X

n=1

(−1)n+1 sinn

n

Řešení:
• Sudé rozšíření, dostáváme funkci | sinx| na R.
• Funkce je po částech monotónní na (−π,π), tedy f ∈ BV [−π,π].
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• Funkce f je sudá, tedy bn = 0 pro všechna n ∈ N. Pro an máme

a0 =
2

π

Z π

0
sinx dx =

2

π
[− cosx]π0 =

4

π

an =
2

π

Z π

0
sinx cos(nx) dx

Lze řešit dvojnásobným per partes, přes komplexní exponencielu nebo ze vzorce.
Tedy pro n > 1 je

an =
2

π

Z π

0
sinx cos(nx) dx =

2

π
· 1
2

Z π

0
sin(x− nx) + sin(x+ nx)) dx

=
2

π
· 1
2

Z π

0
sin(x(1− n)) + sin(x(1 + n)) dx

=
1

π

�
−cos(x(1− n))

1− n
− cos(x(1 + n))

1 + n

�π

0

=
1

π

�
−cos(π(1− n))

1− n
− cos(π(1 + n))

1 + n
+

1

1− n
+

1

1 + n

�

=
1

π

�
(−1)n

1− n
+

(−1)n

1 + n
+

1

1− n
+

1

1 + n

�

=

(
0, n liché,

4
1−n2 , n sudé.

Pro n = 1 máme

a1 =
2

π

Z π

0
sinx cosx dx =

2

π

�
1

2
sin2 x

�π

0

= 0.

• Fourierova řada je pak tvaru

sf =
2

π
− 4

π

∞X

n=1

1

4n2 − 1
cos(2nx)

• Z Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, že na [−π,π] je

sf =
f(x+) + f(x−)

2
.

Navíc sfn
loc
⇒ na (−π,π).

• Dosadíme x = π
2 :

1 =
2

π
+

4

π

∞X

n=1

(−1)n+1

4n2 − 1

Tedy
∞X

n=1

(−1)n+1

4n2 − 1
=

π

4
− 1

2
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(d) ` Sinovou řadu f(x) = cos(ax), a > 0 na [0,π)
∞X

n=1

(−1)n(2n+ 1)

(2n+ 1)2
− 4

Řešení:
• Liché rozšíření.
• Funkce je po částech monotónní na (−π,π), tedy f ∈ BV [−π,π].
• Funkce f je lichá, tedy an = 0 pro všechna n ∈ N0. Pro bn máme

bn =
2

π

Z π

0
cos(ax) sin(nx) dx

Lze řešit dvojnásobným per partes, přes komplexní exponencielu nebo ze vzorce.
Zafixujme n ∈ N. Pak pro a ̸= n máme

bn =
2

π

Z π

0
cos(ax) sin(nx) dx =

2

π
· 1
2

Z π

0
− sin(ax− nx) + sin(ax+ nx) dx

=
1

π

�
cos(ax− nx)

a− n
− cos(ax+ nx)

a+ n

�π

0

=
1

π

�
cos(π(a− n))

a− n
− cos(π(a+ n))

a+ n

1

a− n
+

1

a+ n

�

=
1

−2π

 
2 cos(π(a+ n))

a+ n
+

2 cos(π(n− a))

n− a
+

4n

a2 − n2

!

Pro a = n máme

bn =
2

π

Z π

0
sinnx cosnx dx =

1

π

Z 2π

0
sin 2nx dx = 0.

• Fourierova řada je pak tvaru

sf = − 1

π

∞X

n=1,n̸=a

 
cos(π(a+ n))

a+ n
+

cos(π(n− a))

n− a
+

2n

a2 − n2

!
sin(nx)

Ekvivalentní výsledek:

sf =
2

π

∞X

n=1,n̸=a

n

a2 − n2
((−1)n cos(aπ)− 1) sin(nx)

• Z Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, že na [−π,π] je

sf =
f(x+) + f(x−)

2
.

Navíc sfn
loc
⇒ na (−π,π).
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• Dosadíme x = π
2 a a = 2:

−1 = cosπ = − 1

π

∞X

n=1,n̸=2

 
cos(π(2 + n))

2 + n
+

cos(π(n− 2))

n− 2
+

2n

22 − n2

!
sin(n

π

2
)

= − 1

π

∞X

n=1,n̸=2

 
(−1)n

2 + n
+

(−1)n

n− 2
− 2n

n2 − 4

!
sin(n

π

2
)

= − 1

π

∞X

n=1,n̸=2

 
2n(−1)n − 2n

n2 − 4

!
sin(n

π

2
)

=
4

π

∞X

n=1

(2n+ 1)(−1)n

(2n+ 1)2 − 4

Tedy
∞X

n=1

(2n+ 1)(−1)n

(2n+ 1)2 − 4
= −π

4

(e) Kosinovou řadu f(x) = sgn(sin 3x) na [0,π)
∞X

n=0

1

(3n+ 1)(3n+ 2)

(f) 8 Kosinovou řadu

f(x) =

(
cosx, x ∈ [0, π2 ]

− cosx, x ∈ (π2 ,π]

(g) Sinovou řadu f(x) = cos 2x na [0,π)

3. Parsevalova rovnost:

(a) Funkce f(x) = x na [−π,π), pak je 2π-periodická. Najděte její Fourierovu řadu a
aplikujte Parsevalovu rovnost.

(b) Funkce f(x) = x2 na [−π,π), pak je 2π-periodická. Najděte její Fourierovu řadu a
aplikujte Parsevalovu rovnost.

(c) Funkce f(x) = x3 − π2x na [−π,π), pak je 2π-periodická. Najděte její Fourierovu
řadu a aplikujte Parsevalovu rovnost.

4. Rozviňte funkci do (sinové, kosinové, obyčejné) Fourierovy řady. Rozhodněte, zda řada
konverguje stejnoměrně (lok. stejnoměrně) na největších možných podintervalech [0, 2π]
(příp. R) a určete její součet. Určete pak součet zadaných číselných řad.

(a) sinová řada: f(x) = cos(ax), a > 0, ∈ [0,π),
∞X

n=1

(−1)n(2n+ 1)

(2n+ 1)2 − 4

(b) kosinová řada: f(x) = sign(sin(3x)), x ∈ [0,π),
∞X

n=0

1

(3n+ 1)(3n+ 2)

5. R Pro α ∈ [0,π] sečtěte řady
∞X

n=1

sin2 nα

n2
a

∞X

n=1

cos2 nα

n2
.

Návod: Rozviňte funkci χ[−α,α].
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6. Zkouškové písemky doc. Rokyty: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~rokyta/vyuk
a/ a prof. Picka https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pick/

(a) Funkce f(x) = cos 3x na [−π
6 ,

π
6 ], f(x) = 0 jinde na (−π,π), pak je 2π-periodická.

Najděte její Fourierovu řadu a aplikujte Parsevalovu rovnost.
(b) ^ f(x) = sinh ax na [0,π), a > 0. Dodefinujte ji na celé R tak, aby ji bylo

možno rozvinout do 2π-periodické Fourierovy řady, obsahující pouze siny. Tuto
řadu spočtěte. Určete, k jaké funkci konverguje výsledná řada a proč.

(c) Nalezněte 2π-periodickou funkci f , která je na intervalu (−π,π] definována před-
pisem

f(t) = |sin(t) + t|
Spočtěte Fourierovu řadu sf funkce f . Určete, pro která t ∈ R konverguje sf bodově
a v těchto bodech určete její součet. Rozhodněte, zda sf konverguje stejnoměrně
na R. Pomocí této řady sečtěte číselnou řadu

∞X

j=0

1

(2j − 1)2
+

1

4j2 − 1
.

(d) Nalezněte 2π-periodickou funkci f , která je na intervalu (−π,π] definována před-
pisem

f(t) = e−
t
2 .

Spočtěte Fourierovu řadu sf funkce f . Určete, pro která t ∈ R konverguje sf

bodově a v těchto bodech určete její součet. Nalezněte maximální intervaly, na
nichž sf konverguje lokálně stejnoměrně. Pomocí této řady sečtěte číselnou řadu

∞X

k=1

(−1)k

4k2 + 1
.

Bonus

7. P Pomocí koeficientů an, bn Fourierovy řady 2π-periodické funkce f(x) vyjádřete koe-
ficienty posunuté funkce g(x) = f(x+ h), h > 0.

8. ♡ Nechť f je integrovatelná na [−π,π]. Ukažte, že platí

(a) Je-li f periodická s periodou π, tedy f(x) = f(x + π) pro každé x ∈ R, pak
a2k−1 = b2k−1 = 0 pro každé k ∈ N.

(b) Je-li f antiperiodická s periodou π, tedy −f(x) = f(x + π) pro každé x ∈ R, pak
a0 = a2k = b2k = 0 pro každé k ∈ N.

9. ` Nechť f je 2π-periodická funkce, nechť navíc f ∈ C1(R). Ukažte, že

(a) jestliže ak = 0 pro ∀k ≥ 0, pak f(x) je lichá;
(b) jestliže bk = 0 pro ∀k ≥ 1, pak f(x) je sudá.
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882 16. FOURIEROVY ŘADY

Nyní uvažujme a D 2 a x D �
2
, pak máme

�1 D cos� D 2

�

1X

nD1;n¤2

Œ.�1/n � 1� sinn
�

2

D 2

�

1X

kD0

.�2/.�1/k.2k C 1/

4 � .2k C 1/2

D 4

�

1X

kD0

.�1/k.2k C 1/

.2k C 1/2 � 4
:

Tedy
1X

kD0

.�1/k.2k C 1/

.2k C 1/2 � 4
D ��

4
:

|

16.7.6. Příklad. Rozviňte funkci

f .x/ D sign.sin 3x/; x 2 Œ0; ��;

do Fourierovy řady na R, která obsahuje pouze členy s cosnx. Rozhodněte, zda
řada konverguje na R a pokud ano, určete její součet. Pomocí této řady pak určete
součet číselné řady

1X

kD0

1

.3k C 1/.3k C 2/
:

Řešení. Uvažujme sudé 2�-periodické rozšíření f na R, tj. funkci

g.x/ D

�
1; x 2 �

.��; � 2
3
�/ [ .� �

3
; 0/ [ .0; �

3
/ [ . 2

3
�; �/

� C 2k�; k 2 Z;

0; x D �
3

k; k 2 Z;

�1; x 2 �
.� 2

3
� � �

3
/ [ . �

3
; 2

3
�/

� C 2k�; k 2 Z:

Dle Věty 16.4.3 konverguje Fourierova řada g k funkci

h.x/ D
(

1; x D k�; k 2 Z;

g.x/; jinak.

Spočtěme koeficienty této řady. Jelikož je g sudá, platí bn D 0 pro každé n 2 N.
Jinak máme

a0 D 2

�

Z �

0

g.x/dx D 2

3
a

an D 2

�

Z �

0

g.x/ cosnx dx D 2

�

 Z �
3

0

cosnx dx �
Z 2

3 �

�
3

cosnx dx C
Z �

2
3 �

cosnx dx

!

D 4

�n

�
sin.

n�

3
/ � sin.

2n�

3
/

�
:



16.7. POČETNÍ PŘÍKLADY K FOURIEROVÝM ŘADÁM 883

Tedy

an D

�
0; n 2 f6k; 6k C 1; 6k C 3; 6k C 5g; k 2 N [ f0g;
4

p
3

�n
; n D 6k C 2; k 2 N [ f0g;

� 4
p

3
�n

; n D 6k C 4; k 2 N [ f0g:
Proto má Fourierova řada funkce g tvar

1

3
C

1X

nD1

an cosnx D 1

3
C 4

p
3

�

1X

kD0

�
1

6k C 2
cos.6k C 2/x � 1

6k C 4
cos.6k C 4/x

�
:

Pro x D 0 máme

1 D h.x/ D 1

3
C 4

p
3

�

1X

kD0

�
1

6k C 2
� 1

6k C 4

�

D 1

3
C 2

p
3

�

1X

kD0

1

.3k C 1/.3k C 2/
:

Odtud plyne
1X

kD0

1

.3k C 1/.3k C 2/
D �

3
p

3
:

|

16.7.7. Příklad. Pro ˛ 2 Œ0; �� sečtěte řady
P1

nD1
sin2 n˛

n2 a
P1

nD1
cos2 n˛

n2 .

Řešení. Uvažujme funkci f .x/ D �Œ�˛;˛� 2 ‘.Œ��; ��/ a rozviňme ji do Fourierovy
řady. Máme

a0 D 1

�

Z �

��

f .x/dx D 2˛

�
a

an D 1

�

Z �

��

f .x/ cosnx dx D 1

�

�
sinnx

n

�˛

�˛

D 2 sinn˛

n�
; n 2 N:

Díky sudosti funkce f jsou pak všechny koeficienty bn nulové.
Podle Věty ?? platí

Z �

��

jf .x/j2 dx D �

2
a2

0 C
1X

nD1

�.a2
n C b2

n/:

Tedy dostáváme

2˛ D �

2
� 4˛2

�2
C

1X

nD1

�
4 sin2 n˛

n2�2
;

z čehož plyne
1X

nD1

sin2 n˛

n2
D ˛.� � ˛/

2
:



Řešení: Na intervalu (—7r,0) jsou části integrálů pro koeficienty an,bn nu­

lové. 

o 
2 
7T 

i r i 
ÜQ = — / sin xdx = — I— cos x 

W o TT 
i r

7
 i r 

an = — / sin x cos M ; dx = — / sin (1 + n) x — sin (1 — n) x dx 
TT Jo 27T J0 

TT 
1 

~ 2^ 

Pro n > 1 platí: 
1 /"T 

l 

TT „ 

1 
~ 2^ 

cos (1 + n) x cos (1 — n) x 

n n 
i A-i) 
7T V 1 n n 

í sin x sin nx dx = — / cos (1 — n) x — cos (1 + n) x dx 
o

 27r
 Jo 

sin (1 — n) x sin (1 + n) x 

n n 

Koeficient b\ musíme spočítat oddelené: : 

6i 

/ ( * ) 

sin x dx 
K Jo 27T J0 

Fourierova ř ada má tvar: 

(-1) 

1 — cos 2x dx = — [x — sin 2x]l = -
2"7T 2 

1 1 
— h ­ sin x 
7T 2 7T TT'M 1 

T l = l
 v 

n n 
cos nx 

1 1 . 2 ^­^ cos 2nx 

sin x y. 7T 2 7T ^ ^ 4 n
2
 ­ 1 

T l = l 

Podle Dirichletovy věty je součet této ř ady roven f(x) pro každé x G (—7T,7T) 

Př íklad 6. Rozložte v kosinovou Fourierovu ř adu funkci: 

/ ( * ) 
cos x, x G (0 , 

7T 

COS X, X G ( —, 7T 
7T 

R esem: 

Protože rozkládáme v kosinovou ř adu, jsou všechny koeficienty bn nulové. 

ÜQ = — I cos xdx  
TT . / o TT 

cos xdx 
7T sin x sin x\ 

4 
7T 

16 



2 ľ rl 2 

— / cos x cos nxdx  
TT Jo TT 

7T 

1 f 2 
cos x cos nx dx = — / cos (1 + n) x + 

TT Jo 

+ cos (1 — n)xdx 
7ľ  IK 

2 

cos (1 + n) x + cos (1 — n)x dx 

1 

7T 

sin (1 + n)x sin (1 — n)x 
1 + n 1 — n 

0, pro n liché 

L 1 
pro n = Ak + 2 

sin (1 + n)x sin (1 — n)x 
1 + n n 

7T1 — n2 

4 1 

n 1 — n2 pro n = Ak 

/ ( * ) 

Tento zápis lze sjednotit do jediného: 

.^(-DíK-ir + D^Lj 
Pak tedy, protože funkce je spojitá, platí podle Dirichletovy věty na celém 

intervalu (—7T,7T) : 

2 2 \ ­^, .,n ,, .,„ ^ cos n:r 2 4 v­^, ^„cos nx 
7T 7T 

j](-i)f((-ir + i)^ 
n/ 7T 7T E^T 

rr n=l n=l 

Příklad 7. Rozložte v sinovou Fourierovu ř adu funkcif(x) = cos 2x na 

intervalu (0,7r). 

Řešení: 

Protože rozkládáme v sinovu ř adu, všechny koeficienty an jsou nulové. 

2 r \ r 
i = — cos 2x sin nx dx = — / sin (2 + n)x + sin (n — 2)x dx = 

TT Jo K Jo 
TT 1 

7T 

1 

7T 

cos (n + 2)x cos (n — 2)x 
n + 2 n-2 

1 ^ ( ­ l )
r a + 1

 + l t (­ l )
r a + 1

 + l 

7T n + 2 n-2 

((-D ra+l n + 2 + n ­ 2 _ 2n( ­ l )
r a + 1

 + l 

n2 — A 7T n
2
 — 4 

Protože funkce je spojitá, podle Dirichletovy věty platí na celém 

intervalu (—7T,7T) : 

17 



1 oo 

7T ^ — * 

2 n ( ( - l ) r a + 1 + l )s in nx 

n=l n/ 7T E 2 n + l 
-^ ( 2 n + l ) 2 - 4 

sin (2n + l )x 

Př íklad 8. Rozviňte ve Fourierovu ř adu na intervalu (—7T,7T) funkci 

1 

/ ( * ) 
(TV + x) x E (—vr, 0) 

(IT — x) x E (0,7T) . 

Řešení: 

Jde o lichou funkci, tedy všechny její koeficienty an jsou nulové. Spoč teme 

koeficienty bn: 

1 . » . 1 / r cos nx~ 
-{ir — x)sm nxdx = — [ —n  

,0 2K J n \l n -
použiji metodu per partes = 

br, 
o Jo 

x sin nxdx 

1 
7T 

1 
7T 

-7T-
cos nx 

n 

cos nx 
-7T-

n 

-x-
cos nx 

cos nx 
o Jo 

cos nx 

n 
dx 

-x-
n 

sin nx 

nc 

lvr _ 1 
TT n n 

Podle Dirichletovy věty ř ada konverguje pro všechna x E (—7T,7T) 

kromě x = 0 k zadané funkci: 

m = Y, sin nx 

n=l n 

Př íklad 9. Funkci f(x) = n2 — x2 rozložte ve Fourierovu ř adu na intervalu 

(—7T,7T). Najděte souč ty ř ad: 

( - l ) f c + 1 E E1-
Z ^ £.2 fc2 ' ^ fc2 

fc=l fc=l 

Řešení: 

Jde o sudou funkci, tedy všechny její koeficienty bn jsou rovny nule. Spoč tu 

koeficienty an: 

ÜQ = — / [TI2 — x2) dx 
7T ' 0 7T 

X 
X7T 2 \ 3 ^ 

7T 
-7T 
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