11. cviceni - Fourierovy rady
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

1. Rozvinte funkci do Fourierovy fady. Rozhodnéte, zda fada konverguje stejnomérné (lok.
stejnomérné) na nejvétsich moznych podintervalech [0, 27] (pfip. R) a urcete jeji soucet.
Urcete pak soucet zadanych ¢iselnych rad.

= (-1

2n —1

n=1

(a) f(x)=sgnz, z € (—m,n],

ReSeni:
o Mame V(f,—m,m) =4, tedy f € BV[—m,7].
Funkce f je lich4, tedy a, = 0 pro vSechna n € Ny. Pro b, mame

2 (7 2
bn:/ l-sin(nm)dx:[
0

m m

= 2o~ 4D

—cos(nz)]™ 21
0 TN

n

e Fourierova rada je pak tvaru

x 0 .
21y 4 & sin((2n — 1))
il 1 = SNA T )
- n + 1) sin(nz) = - Z 5 1

n=1 n=1

Z Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, Ze na [—m, 7] je

)+ fam)
LI

loc
Navic s}, =% na (—=m,0) a (0,7). (Na [—7, 7] je lok. stejnomérna konvergence
vylou€ena, protoZe f je tam nespojita.)

7 vyse uvedeného dostavame, ze

T 4 Ksin((2n—1)3) 4 s (—1)nH!
1=y =2 l
f(2) W; 2n—1 W; 2n -1
Odtud
i (_1)n+1 I
= 2n —1 4
(b) f(z) =cosbz, z € (—m, 7]
Reseni:
e Mame f € CL(R).
e Dale ze vzorcii cos?z = 2L 5 2cosacosb = (cos(a — b) + cos(a + b) 1ze
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odvodit

6

1
cos’ & = — (1 + 3cos 2z + 3 cos® 2x + cos® 23:)

8
1 1
(1—1—3(:05237—1—32( +cos4x)+cos2x'2(1+cos4x)>

(1 + cos2x)® =

o Pl ool oo\b—loo\H

5 7 3 1
-+ = 2 — 4 = 2 4
<2+2005 T + ; cos 33—1—2(005 x cos x))

5) 3 1.1 1
< + = cos2zx + §COS4$+ 5(5 cos 2z + 20056:3))

e Protoze funkce sama je trigonometrickym polynomem, tak Fourierova fada s
funkei splyva (plyne napt. z Fakti ze cviceni). Tedy

5 15 3 1
f— 2 422 ) el 4 _
S 16+32COS :U+16cos x+320056x
7 Diniho vé&ty navic plyne
5 15 3 1
f= 16 + 3—2(303230—1— 16 cosdx + 3—20086:6
Mame V(f,—m,m) = 4, tedy f € BV[—m,n|. Z Jordan-Dirichletova kritéria

loc
pak plyne, Ze na [—m, 7] je s = na (a,b) pro kazdé R.

0, x € (—m, 0]
x, z € (0,m].
Reseni:
e Méame V(f, —m,m) = 2m, tedy f € BV [—m,7].

e Pro a,, méme
™

1/7r 1 [:ﬂ ™
apg=— [ zdev=—|+| ==
T Jo T2, 2

1 1 . T 1 .
zcosnrdr = — — X SINnr — —sinnx dx
0 7T n 0 o n

1

™

1 1 T 1

— ([ xsinnx + cosna:} > = ——((=1D)"-1)
™ n? B n?m

1 /M 1 1 T ™1
b, = — zsinnrdr = — [ |——xcosnx| + —cosnxdzx
™ Jo T n 0 o N

1 1 1 T 1
=— ([—xcosmc—&-zsmnx] ) =——(=1)"
7r n n 0

a z per partes

e Fourierova rada je pak tvaru

n

Z — 1) cos(nz) — 1(—1)” sin(nzx)

Mﬂ
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e 7 Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, Ze na [—m, 7| je

)+ fam)

f loc
Navic sy, = na (—m, 7).

2 2 S e G
(d) f(z) =7n°—2% z € (-m,nl, Zﬁy 272
Reseni:
e Mame V(f, —7,7) = 272, tedy f € BV[-m, 7).
e Funkce f je sudé, tedy b, = 0 pro vSechna n € N. Pro a, mame

2 [T 174
ap = / 72— x?dr = |:71'2$—$:| = —72.
™ Jo 3 0 3

2 s
an = / (7% — %) cos(nz) dz
0

T
o [sin(nm)] T2 [1:2 sin(n:ﬁ)]7r n 2 /7r 2x sin nx e
n g T n o ™Jo n
4 [T 4 [—xcosn:n}” 4 ("1
= — rsinnrder = — | —— — — cosnx dx
nmt Jo nm n o nmJo
_ —4 mcosnm  4(=1)"!
onw n  n2
e Fourierova rada je pak tvaru
2 0 —1)nt1
sf = §7T2 + 42 (Tﬁcosmc
n=1
e Protoze f je spojitd na R, tak z Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, Ze na
R je
sh = f(z).
f loc
Navic s; = na R.
e 7 vySe uvedeného dostavame, Ze
2 o~ (=) 2 o~ ()
2 _ _ % 2 _ 4 2
s —f(O)—§7T +4Z 3 cosn0—§7r +4ZT
n=1 n=1
Odtud
i (_1)n+1 7.{.2
2 T 19
= n 12
Analogicky
2, > -1
n=1
Odtud
72 = —.
=n 6
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(© Ff@) =e" e (-mal, 3 i;i)j

n=1

Reseni:
e Dodefinujme f jako f((2k + 1)) = 3(e™ + e~ ™). Pak mame V(f,—m,7) =
2(e™ —e™ ™), tedy f € BV[—m,7].

e Pro a,, mame
™ ™ -7
1 c,. € —e
ag = — efde = —

T ) T
2 v ™
Dale ozna¢me I, = f_ﬂ e cosnx, n € N a z per partes

™
I, = [€” cos(nz)]™ . + n/ e sin nx dz
—Tr
=cos(nm)(e™ —e ") +n <[ew sinnz]™_ — n/ e’ cosnx daz)
= cos(nm)(e™ — e ™) — n’l,.

Odtud

e —e T
L, =(-1)"—
n=(=1 1+ n2

a tedy

e —Tr

e —e
(1 + n?)

Analogicky (1ze odvodit i z vypocti vyse) vyjde

an = (—1)"

by = (1) &

e Fourierova rada je pak tvaru
T —m 0 ™ -7 ™ -7

f_¢ —¢ _1716 —¢ COS _1n+1i

§ 2 +;( ) (1 +n?) os(nz) + (1) n7r(1+n2)

sin(nz)

e 7 Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, Ze na [—m, 7| je

g @)+ o)
2

¥ loc
Navic sy, = na (—m, 7).

o 7 vySe uvedeného dostaviame

= (=1)" e —e T T T 1
> -
1+n2—( Vo - - 2

n=1
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o0 .
-1 n+1
(f) Kf(z) = sin(3z) + 4z, x € (-, 7], Z )™ sinn
n
n=1

Reseni:
e Funkce 4z je monoténni a funkce sin(3z) je po ¢astech monoténni na intervalu

[, 7]. Tedy f € BV|[—m,7].
e Funkce je licha, tedy a, = 0 pro n € Ny

Pro b, mame:
2 ™
/ sin(3x) sin(nz) dz = {
T Jo

2/ 4xsin3xdx—8[—cosnxr+8/ Cosna:dx:(_l)n+1§
™ Jo s 0 0

n ™ n

1, n=3,

0, n#3.
Dale

n
e Fourierova rada je pak tvaru

n+1
st =sin3z + Z sinnz.
e 7 Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, Ze na [—7, 7] je
T+ T o)
5 .
f loc
Navic s =2 na (—m, 7).
e 7 vySe uvedeného dostavime
n+1
sind+4=f —s1n3+z sinn.
Odtud
i yrt1SImm simn 1
2
n=1
1, € (0,m)
(g) flx)=40,  x€(m2m)
%, z=0,7,2m
Regeni:
e Méame V(f, —m,m) =2, tedy f € BV[—7,7].

e Pro a, mame

1 ™
a():/ 1dz =1.
™ Jo

Dale i .
1 11
an:/ cosnrdr = — [sinn:p] =0
m™Jo T n 0
a n
1 [7 1 1 T -1 -1
b, / sinnzdzr = — [— cos nz] L
™ Jo T n 0 nmw
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e Fourierova rada je pak tvaru

1 < (-1)"—1
U U it
nm

n=1

sin nx

O |

e 7 Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, Ze na [—7, 7] je

g @)+ o)
2

f loc
Navic sy = na (0,7) a (m, 27).

e Méame V(f,0,27) = 872, tedy f € BV|0, 2x].

e Pro a,, mame
1 2w 3127 8
ap = / r?dx = [m} = —72.
m™Jo 3 0 3

1 27
an, = / 2% cos(nzx) dz
™ Jo
1 [3{:251n(7”wr:)]27r 1 /2” 22 sin na
== |— - = ——dz
T n 0 ™ Jo n
—9 [T 2 rxcosnxi2c —2 (271
= — rsinnxdr = — [7} — —cosnrdzx
nm Jo nm n 0 nm Jo
47T 2 [ . ]27r
= — — — [sinnx
™2  ndw 0
4
=
Analogicky pro
47
b, = ——.
n

e Fourierova fada je pak tvaru
4 =1 T
sh=2n2414 E —5 cosnx — —sinna.
3 “n n
n—

e 7 Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, Ze na [—7, 7] je

of — f($+)+f(x_)‘
2

¥ loc
Navic sy = na (0, 27).

2. Zkouskové pisemky doc. Rokyty https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ rokyta/vyuka/
a prof. Picka https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"pick/
Priklady prevzaty i s feSenim.
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(a) © f(x) = |cos 3| na R. Rozviiite tuto funkci do 2m-periodické Fourierovy fady.
Urcete, k jaké funkci konverguje vysledna fada a pro¢. Dosazenim z = 7 sectéte

pfislusnou ¢iselnou radu.

(b) % f(z) =0 na (—m, —%), f(z) =z na (0, F), je suda a 2m-periodicka.
Rozvinte funkci do 2m-periodické Fourierovy fady. Urcete, k jaké funkci konverguje
vysledna fada a jak (konverguje stejnomérné?). Dosad'te z = § a sectéte piislusnou
¢iselnou radu.

(c) Naleznéte 2m-periodickou funkci f, kterd je na intervalu (—m, 7] definovana pired-

pisem
£t) = {2t, te (—71',.0),

Spoé¢téte Fourierovu fadu sf funkce f. Uréete, pro ktera t € R konverguje sf
bodové a v téchto bodech urcete jeji soucet. Naleznéte maximélni intervaly, na
nichz sf konverguje lokalné stejnomérné. Pomoci této fady sectéte iselnou fadu

> 1
> G
= (2k+1)

(d) Naleznéte 2m-periodickou funkei f, ktera je na intervalu (—m, 7| definovana pred-
pisem

6y =5 |1t -3

Spoététe Fourierovu fadu s/ funkce f. Uréete, pro ktera t € R konverguje s/ bodové
a v téchto bodech urcete jeji soucet. Rozhodnéte, zda s/ konverguje stejnomérné
na R. Pomoci této fady sectéte ¢iselnou fadu

ad 1
Z (2m+1)%

m=0

3. K jaké funkci konverguje nésledujici funkce? Zakreslete.

PRI

Figure 1: http://math.feld.cvut.cz/mt/txte/3/txc3ea3f.htm
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Pisemka z 23.1.2006 — reSeni 4

4. [8b] Méjme f(z) = |cos §| na R.

1. Rozvinte tuto funkci do 27-periodické Fourierovy fady. Urcete, k jaké funkci konverguje vysledna
fada a proc.

2. Dosazenim x = 7 sectéte prislusnou c¢iselnou radu.

>§. Napiste Parsevalovu rovnost pro funkci f a vypoctem urcitého integralu v ni sectéte prisluSnou
¢iselnou tradu.

Reseni: Funkce je sudé a na intervalu (—, ) se rovna funkci cos 5. Proto
=LA R R

2 & 2 T 4
bn:(), (LOZ—/ COSEdiL':*I:QSiIIE} =,
0 2 m 2

s 0 ™

a (v prvni rovnosti vyuZijeme 2 cos «a cos 8 = cos(a + ) + cos(a — §)):

2 [T x 1 [7 1 1
a, = - cos —cosnrdr = — cosx(n+7)+cos.’r(n—7)dx:
T Jo 2 T Jo 2 2

1 2 i ( —|—1)—+— 2 sin:ﬂ(n 1) i
— |———sinz(n + = - = =
T |2n+1 2 2n—1 2/,

1 2 sin (n + 1) + 2 sin (n 1)
= — T = wln— 5 =
m\2n+1 2 o2n —1 2
N————’ N —

=(-1r =(-1)r+t
oo m+1 2n—-1) « 4n? —1 mwdn2—-1"
Fourierova rada mé proto tvar
2 4 2 (=1t
Fi(z) ==+ =
r(z - 7r z:: coSnT ,

a protoze zadand funkce po ¢stech C' s vlastnimi jednostrannymi limitami hodnot funkce i derivaci ve
vSech ,hrotech®, a navic je spojitd na celém R, konverguje Fourierova rada bodové pro vSechna z € R a
plati Fy(z) = f(z) pro viechna z € R.

Dosazeni bodu x = 7 dava

tedy po upravé

tedy po upravé



@)

Pisemka z 11.1.2006 — reSeni 4

4. [7b] Funkee f spliwje: f(z) = Ona (—m,—7/2), f(z) = z na (0,7/2), navic je suda a 27-periodickd na R.
Rozvinte ji do Fourierovy fady, urcete, jakym zptsobem tato rada konverguje a k jaké funkci. Dosazenim
x = § do Fourierovy fady sectéte pfisluSnou ¢iselnou fadu.

Reseni: Ze sudosti dostavame

2 ™
b, =0, ao—f/ rdr = —,
T Jo
a dale
2 [T 1 ™ . TN
ap = — mcosnmda::---:—z(200s—+7ms1n——2).
T Jo ™ 2 2

Fourierova rada mé proto tvar

Fy(z) =

ool

>
1 ™ ™
E — (2cos — si ——2)cos ,
+n:1 2 ( 9 + 7n sin 5 nT

a protoze zadané funkce (ozna¢me ji f) je funkce po ¢éstech C' s vlastnimi jednostrannymi limitami
hodnot funkce i derivaci ve vSech bodech nespojitosti, konverguje Fourierova rfada bodové pro vSechna
x € R a plati

flz+) + f(z—)

Fy(z) = 5

pro viechna z € R. (3)

P1i dosazeni bodu z = Z do (3) tedy na pravé strané rovnosti dostaneme I, nacez dostaneme
2 4

=1
gﬂ—nz:lmﬂ(2c08?+ﬂnsin?—2)cos?zz.

Protoze sin 75* cos 73t = %sin mn = 0 pro vSechna n € N, mame odtud

i cos? T —cos I 2
n2 T 16’
n=1

coz je jedna z moznych forem vysledku. Je viak mozno si je§té uvédomit, ze vyraz cos? 5t —cos I je

nenulovy pouze pro n = 4k + 2, a pak mé hodnotu 2, tedy

oo < o0 5
2 2 1 2

St ¢ Yamr

= (4k + 2) 16 — (2k+1) 8

coZ je jednodussi a prehlednéjsi forma vysledku.
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