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Teorie

Definice 1. Necht f : R — R je 2m-periodicka funkce takova, ze [*_|f(z)|dz < oco. Cisla

1 ™

a = — f(z)coskx dx, k € Ny,
™ —T
1 /7 .

b, = — f(x)sin kz dz, keN,
™ —T

se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.
Radu

o0
_ao .
Sf= 5 + Zakcoskx+bk31nkx
k=1
nazyvame Fourierovou Tadou funkce f. PiSeme Sf ~ f.
(Snf =% 4> 1 apcoskx + by sinkx, jde o ¢astecné soucty.)

Véta 2 (Jordanovo — Dirichletovo kritérium). Necht f € P([0,27n]) je funkce s koneénou
variaci na intervalu [0, 27].
1. Necht z € R. Pak ma funkce f v bodé = vlastni limitu zleva f(z—) i zprava f(z+) a

plati

S EE(LLLY ()

2. Je-li navic f spojita na otevieném intervalu (a,b), pak

Snf g f na (a,b).

Véta 3 (Dini). Necht f € P([0,27]) je funkce a 2 € R. Existuji-li vlastni jednostranné limity
f(xz—) a f(xz+) a také vlastni limity

p F0) — fa-)

t—r— t—x TotSat t—x

pak

Sf=
Specialng, pokud f mé koneéné jednostranné derivace v z, pak Sf(z) = f(x).

Poznamka 4. Je-li funkce f € P([0,27]) po ¢astech monoténni na (a,b) nebo po €astech
t¥idy C! na (a,b), pak pro kazdé x € (a,b) plati

fla+) + fla)

8f(w) = =
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Fakta

Pro m,n € Ny:
21 27 27
/ sinnazd:p:/ cosmxdr =0, m,n>1, / sinnzcosmxdr =0,
0 0 0

2 2
T . T 0, n#m
sinnx sinmx dr = cosnxrcosmzdxr =
0 0

m, n=m.

Algoritmus

1. Nacértneme funkci véetné jejitho 27-periodického rozsiteni.

2. Spoé¢teme ag, an, b, (davame pozor na podminky). Neni funkce suda/licha?
3. Sestavime Fourierovu radu.
4

. Zkontrolujeme piivodni funkci. Je spojita? Je BV? Je C'? Z vét pak vyplyne konver-
gence Fourierovy fady.

(a) Jestlize Sf = f na [—m, 7], tak i Sf = f na R (plyne z periodi¢nosti).

(b) Je-li f nespojita, tak Sf #A f na [—m,x]. (Trigonometriké polynomy jsou spojité
funkce, tedy jejich soucet by pii stejnomérné konvergenci byl také spojita funkce,
COZ je spor.)

5. Dosadime vhodny bod do ¢iselné fady a vyuzijeme konvergenci.
Priklady

1. Rozvinte funkci do Fourierovy fady. Rozhodnéte, zda fada konverguje stejnomérné (lok.
stejnomérné) na nejvétsich moznych podintervalech [0, 27| (pfip. R) a urcete jeji soucet.
Urcete pak soucet zadanych ¢iselnych rad.

X 1\yn+l
(a) f(z)=sgnz, z € (—m, nl, Z( 1)t
n=1

2n —1
(b) @ f(z) =cosbz, z € (—7, 7]
0, x € (—m,0]
x, x € (0,m].

0 O (_1\n+1
(d) f(x) =n%—22 x € (—m, 7, 212,2(132

n=1 " n=1
(e) %&f(l‘) = ez7 T € (—7‘1’771']7 Z ,r(L;i?Z
n=1
= (=)™ sinn
(f) Kf(x) = sin(3z) + 4z, = € (=7, 7], Z (1)n
n=1

1, x € (0,7)
() f(z) =40, =z € (m2m)
%, x=0,7m 21

(h) Bf(z) =22 z € [0,2n),
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2. Zkouskové pisemky doc. Rokyty https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ rokyta/vyuka/
a prof. Picka https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ pick/

(a) © f(x) = |cos §| na R. Rozviiite tuto funkci do 2m-periodické Fourierovy fady.
Urcete, k jaké funkci konverguje vysledna fada a pro¢. Dosazenim z = 7 sectéte
ptislusnou ¢iselnou fadu.

(b) ¥ f(2) =0 na (-, —%), f(z) =2 na (0, ), je suda a 27-periodicka.

Rozvinte funkci do 2m-periodické Fourierovy fady. Urcete, k jaké funkci konverguje
vysledna fada a jak (konverguje stejnomérné?). Dosad'te = 7 a sectéte piislusnou
¢iselnou fadu.

(c) Naleznéte 2m-periodickou funkci f, kterd je na intervalu (—m, 7] definovana pied-

pisem
£t) = {215, te (—77,.0),

Spo¢téte Fourierovu fadu s/ funkce f. Uréete, pro ktera t € R konverguje sf
bodové a v téchto bodech uréete jeji soucet. Naleznéte maximéalni intervaly, na
nichz s¥ konverguje lokalné stejnomérné. Pomoci této fady sectéte iselnou fadu

- 1
2 Grr

k=0

(d) Naleznéte 2m-periodickou funkei f, ktera je na intervalu (—m, 7] definovana pred-

pisem
6 =5 —|it-3

Spoététe Fourierovu fadu s/ funkce f. Uréete, pro ktera t € R konverguje s¥ bodové
a v téchto bodech urcete jeji soucet. Rozhodnéte, zda s/ konverguje stejnomérné
na R. Pomoci této fady sectéte ¢iselnou fadu

> 1
2 G T TE

m=0

3. K jaké funkci konverguje nésledujici funkce? Zakreslete.

S

Figure 1: http://math.feld.cvut.cz/mt/txte/3/txc3eadf.htm
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H;, Dr. EI-'zabe{'h?
Yeoh, uh... T accidente)ly Tk

the Fourier transfocm of @y cat...
:

Meow '

Figure 2: https://xkcd.com/26/
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