9. cviceni - Mocninné rfady — soucet rady 2
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
Piiklady
1. Sectéte nasledujici fady:
o0
k(k+1)
() D=
k=1

Reseni:
Minule jsme spocetli, Ze

> 2z
> k(k+1)ak = ——— |lz| < 1.
k=1 N

Dosazenim z = % dostaneme

Jsme uvnit¥ kruhu konvergence, tedy neni potfeba pouzivat Abelovu Vétu.
oo

1
(b) Y (-1)"(2n+ 1)52n
n=0
Reseni:
Uvazujme
fl@) = (=1)"2n+ 1)z
n=0

Polomér konvergence dané mocninné rady je R = 1.
Pak integraci dostavame

o o
F(x):Z( np2ntl _ xz n QanZ(_
n=0 n=0
Jde o geometrickou fadu, tedy muiiZzeme secist
x
F =
(@) 1+ 22
Zderivovanim pak dostaneme
1 — a2
= F/ = ———
1) = () = oy

Soucet dané fady ziskdme dosazenim x = % Jsme uvnitt kruhu konvergence, tedy
neni potieba pouzivat Abelovu vétu. Dostavame

(1) 1 -2 150
("Gt Vg = S0/5) = (15 = 3
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kvzl
Reseni:
Rada konvegruje podle Leibnizova kritéria. Podle Abelovy véty je

— (- SN (=DF
> BT Lm kU
k=1 k=1

Oznadme

©  \k
fay =3
k=1

Potom na kruhu konvergence plati

o o0 1
/ — _1 k, k—1 — _ k —
T B e S
k=1 k=0
a tedy
dx
= = —In(1
f@) = [ {5 =~ o) 4 C.
pricemz, protoze f(0) =0, je C = 0. Odtud vyplyva, ze
o (-DF _
Z y = ml_l}rln_f(x) =—1In2.
k=1
0 (—1)kk‘3
(d) v
=
Reseni: Namisto (—1)¥/3% budeme psat z* a potom dosadime x = —1.
tedy fadu
Z k3ot
k=1

Polomér konvergence je roven jedné. Je

i b = - (i k%k)/ = <x ' (i kxk>/>

o (o (o (22))) = (o (o () ) -
(@) - (- () -

!/ /!

Wl
w2
@
X
=+
%(
@
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Odvodili jsme, Ze

[e.e]
z(1 + 4z + 2°
Yoggh = AT )
(1—=)t
k=1
Nyni dosazenim x = —% do levé a pravé strany dostaneme

i (_1)kk3 _ i
k7 128"
k=1
= 1
(€) ; k(k+ 1)
Reseni:
Rada je konvergentni. Lze ji seCist elementarné pomoci vztahu

1 1 1

k(k+1) k k+1

Snadno tak dostaneme, Ze

N
Zézl_imzl
kzlk(k:-i-l) N +1 )

Nicméné to zkusme Abelovou metodou. Za tim ucelem seéteme fadu

Na kruhu konvergence je

a proto

f/(l‘):/ 1 dx:—ln(1—$)+017

1—=x

pricemz f'(0) = 0, a tedy C; = 0. Nyni integraci per partes (s funkcemi v’ =1 a
v =1In(1 — z)) dostaneme

fz)=z—2xzIn(1 —2z)+1In(1 —z) + Cy,

opét je ziejmé f(0) = 0, a proto Co = 0. Nakonec, podle Abelovy véty, plati

— 1 , : .
; KT D) = xliI{lﬁ f(z) = xlg{lﬁ rz—xIn(l-z)+In(l-2) = xlil{lﬁ z+In(l—z)(1—2x) = 1.

(Posledni limita se da vytesit ’'Hospitalem.)
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00 _1)m
(®) ZQ(n—i-)S

73:0
Reseni:
Uvazujme
— (=)™ 5.3
J— n
f@) =2 5=3®

n=0
Polomér konvergence dané mocninné rady je R = 1.
Pak derivaci dostavame

o oo
f/(.%') _ Z(_l)n$2n+2 _ :UQ Z(_xQ)n
n=0 n=0
Jde o geometrickou fadu, tedy muZeme secist
2
N

Zintegrovanim pak dostaneme
f(z) =2 —arctanz + ¢

Dosazenim 0 ziskdme konstantu

0
f(0)222n+3 =0=0—arctan0+ ¢

n=0

Tedy c=0a
f(x) =z — arctanz

Soucet dané fady ziskdme dosazenim x = 1. Nejprve tedy musime ovérit podminky

Abelovy véty. Rada Yoo % konverguje z Leibnizovy véty.

Tedy dostavame

i (=1" = f(1)=1—arctanl = %

= 2n+3
(5) Y (n* +2n)
n=0

Reseni: UvaZzujme (pozor na posun indexu):

o0

fa) =3 (n+2)na"!

n=1

Polomér konvergence dané mocninné rady je R = 1.
Déle pracujeme na intervalu (—1,1).
Integraci dostavame

oo o o0 oo oo
F(z) = Z(n—i—2)x” = an” + 2237” = xan”fl —i-QZa:”
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
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Obé fady maji polomér konvergence roven 1.
Druhy scitanec je geometricki fada a plati

oo
Z 20" =
n=1

Ozna¢me
oo
= g na" !
n=1

Pak zintegrovinim dostaneme

D
n=1
Potom méame )
z)=G'(z) = ——,
o) =) = s
tedy
2x x —222 + 32
=z (-2 (-a+1)
Odtud +3
—x
fx)=F'(z) = ———
(@) = F'e) = s
Pak plati (jsme uvniti kruhu konvergence, tedy neni tfeba pouzit Abelovu vétu):
= 1 1 —3+3
(n®+2n)— = (1/3) So—3 =
22y sy
(h) i 1
— 4n? —1
Regeni:

Uvazujme fadu
o

1 n
J) = nzl 2n—1)(2n + 1)362 B

Dané fada mé polomér konvergence roven 1. Na intervalu (—1,1) ji tedy muZzeme

zderivovat:
/ 2n n—
xT) = €T =X a
) Z om—1 Z m—1
n=1 n=1
Oznacéme

=1
:ZQn—
n=1

Na (—1,1) opét zderivujeme

2n— 2 2n
T E T = —F.
Z 1 _$2
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Dale plati

1 i : 1 1
17$2da:: +17x:§log(1+x)—§log(1—x)+c

1+
Odtud ) )
g(x) = B log(1 +x) — 5 log(l —x)+¢
Zaroven ] ]
g(0)=0= ilog(l +0) — §log(1 —0)+c,
tedy ¢ = 0.

Tedy dostavame

F'(x) = mg(x) = w5 og(1 + ) — 5 log(1 — 2)

Pomoci per partes dostaneme

1 1 1 1 1
f(z) = E:UQIOg(x—i—1)—1:U210g(—:c+1)+§x—110g(1‘+1)+Zlog(—x+1)—|—d

Dopocéteme konstantu

0=f(0)=d
Déle, rada
i: 1
in2 -1
n=1

konverguje (LSK s %), tedy muZeme pouzit Abelovu v&tu. Vysledek:

o

1 .
Z 4n2 -1 - a:l—lgl— f(l‘)
n=1
— lim —a?log (¢ + 1) — a2 log (=& + 1) + —2 — = log (z + 1) + - log (=2 + 1)
—Ig?iélx og (x 43: og (—x 230 4ogx 4og T
lim +1(2 1)log ( +m+1u Hlog(—z +1)
= lim -— — — — — —
im T 1 T og (x 1 z°) log (—x
- 1
2
1 1 1
hopo L+, b1
O I T
Reseni:
Séitame radu
o 3n—+1
ktera konverguje z Leibnize.
Zavedme fadu
_x3n+1
fle) = 3n+1’
n=0
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do které pak budeme dosazovat © = —1. Dana fada mé polomér konvergence roven
1. Na intervalu (—1,1) ji tedy mizeme zderivovat:

[o.¢] oo 1
’r_ 3n __ 3\n _ _
O S N
n=0 n=0

Po integraci parcialnimi zlomky dostaneme

1
f(z )ffln]a:—l\—fln|4w + 4z + 4| — —= arctan

v (\f (22 + 1)) +C

Po dosazeni £ = 0 mame

1 1 1 1 17
0=f(0)=—->In4— —=arctan—=+C = ——In2> - —— +C
Tedy
17
C=-ln2+——
V36
Celkem tedy
1 1 1 1 1 ™
z)=-In|lz—1|—=In 4a;2+4a;+4—arctan< 237—}—1) 1n2+
Abychom mohli dosadit x = 1, aplikujeme Abelovu vétu (konvergenci uz méame),

tedy:

—~

|
—
~—
3

e D = (O L~
i fle) = > 30+ 1 ZO 3n+ 1 *anﬂ

Pro limitu dostaneme

1 1 ) 1 1
ziHnlJrf( ):xi1£111+§ln|x—1|—61n’4$ —{—4$—|—4’—%arctan (\/§(2x+1)>—|—
1 17
2+ —2
311 +\/§6
1 1 1 —1 1 17
:fln2—fln4——arctan— +-In2+ ——
3 V3 (\/5) 3 V36
Y2+ i
=-In2+——-.
3 V33
Zaver: -
_1\n
Z( D" 1y L7
3n+1 V33

2. Set¢téte nasledujici fady (bonus k minulému cviku):

O 4n+5
T
(a) D
73=O
ResSeni:

n!
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Polomér konvergence je R = lim,, .~ Vn! = oo, fada tedy absolutné konverguje
pro x € R.

Po tpravé
0 4n+5

o) a4\n
X 4

52: ' I‘5§:( ') 25556(1).
n:

o]

4\n
proy € R a tedy €® :ano(x,) pro y € R.

n:

Pouzili jsme fakt, ze e¥ = 7 | ¥ nu
oo
(b) > n’a"
n=0
Resent:

Polomér konvergence je 1, v krajnich bodech fada diverguje.
Po upravach mame:

o o oo /
g na" =z g nz" =g E nx™
n=0 n=1 n=1

Navic mame

S e =a(Sor) <o () <o () -

n=1 n=1

Po zpétném dosazeni dostaneme

Oon2$":a: oon:c” /:x _r /:x T —z)3
> (Z ) () —sta+oya -9

oo
(c) Z n(n + 2)x"

Q:O

Reseni:

Polomér konvergence je 1, v krajnich bodech rada diverguje.

Upravime
o0 . 1 (o9} !

9 n o _- _ 2 n+1 .

nz:on(n—i— G xnz:o n(n + 2) (Zn:): )

Diky prvni upravé, kdy jsme vytkli 1/x, nemtizeme pracovat na celém intervalu
(—1,1). V dalsich krocich budeme tedy sé¢itat fadu zvlast na intervalech (—1,0) a
(0,1).

Dale

o oo [e.o] / 1 !/ T
nz"t? = 2%y na"l =23 R < > = .

Dohromady tedy mame

= n 1 3 ,_1562(3—:5)_:6(3—3:)
2 nln+ D ‘(u—m) T - (-ap

n=0
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Mame se¢teno na (—1,0) a (0,1). Protoze ale fada je pro = 0 rovna 0, lze vysledek

dohormady zapsat jako > 7 jn(n + 2)a™ ((3 f:,? pro viechna = € (—1,1).
oo
(@) D= Dn+3)
n=1
Reseni: Polomér konvergence je roven 1, fada v krajich diverguje.
Nahradime 22" = y" a budeme s&itat fadu (také ma polomér konvergence 1)
o oo [o.¢]
S -1 +3)y" = S 0= D+ 3y =4 (0~ 1)+ 3"
n=2 n=2 n=2
0o /
=y <Z(n +3) )
n=2

Déle pro intervaly (—1,0) a (0,1)

> I & 1
n=2 n=2

w‘H
/—\ /\
C)“

tc
v

Il

Q=
N

N

ot

—_

[ |+~
~__
e

\
\./@

S~—

Dohromady tedy pro y € aye(0,1)
1(n y(5-4y)\" _ —y*(By —5)
nZ:Om b9 =0 (72 ) T

JelikoZ soucet pro y = 0 je roven 0, lze psat pro y € (—1,1)

0 2
n_ —Y By —9)
n—1)n+3)y" = ———"—%—.
> _tn 1)+ a" = =
Pro pavodni fadu pak dostaneme
oo 4(9..2

3. Rozvinte do mocninné fady (o stfedu 0) funkce:

1

Regeni: Dosadime do geometrické fady ﬁ =3 y" proy e (—1,1). Tedy

1 00 00
R
n=0 n=0

Plati pro z € (—1,1).
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2 +1
2 —1
ResSeni: Mame

(b)

?+1 2?—-1+2

22—-1 a2-1

Po dosazeni do geometrické fady vyjde

1+

-2

_9 il
1+———7:1—2§:ﬁ¢
n=0

1— 22

Konverguje pro z € (—1,1).

(c) arctanx

Reseni: Oznatme f(z) = arctanz. Pak f'(z) =

o0

F@) = = = U

_1
1422

n=0

Pak

n=1

Vime, ze f(0) = arctan(0) = 0. Tedy

0 2n+1
n 0

0=S"(-1 —c
> Vong1te=c

n=1
Tedy ¢ = 0 a mizeme psat

o0

arctan x = Z(—l)”

n=1

na poloméru konvergence, tedy = € (—1,1).

x2n+1

2n+1

1— a2

7, geometrické fady mame

V krajnich bodech fada konverguje z Leibnize, pouzijeme tedy Abelovu vétu a

dostaneme:
e p2ntl e
1 - n — 1 — = - n
ml_l)nln_ (-1) 1 ml_l)nla_ arctan z = arctan 1 Z( 1)
n=1 n=1
Analogicky
arctan(—1) = i(—l)" _
— 2n+1°
Zavér:
& p2n+l
t = —1)"
arctan nz:( ) o1
na z € [—1,1].

2n+1
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(d) (1+z)In(l+ )
Reseni: Oznacme g(z) = In(1 + x). Pak ¢'(x) = 1%&’ tedy z geometrické fady je

o o0
J@)=) (~z)" =) (-1)"a"
n=0 n=0
pro z € (—1,1).
Po integraci dostaneme
o0 n+1
x
x) = —-1)" +c.
o) = (1"
Dosadime
> 0n+1
0)=Inl1=0= -1" +c=c,
9(0) >

tedy ¢ = 0. Mame tedy g(x) = Zfzo(—l)”ﬁnjll pro z € (—1,1).
Pro pavodni funkci plati

00 L o0 pntl © 2
1 In(1 =(1 -1" = -" -1" .
() +a)=1+2) ) ()" g =3 ()" =g+ D (D"
n=0 n=0
Po tpravé
o il 1 1 - 1 attl
1 In(1 = = B it
(1+2)In(1+2) x—l—Zx (—-1) <n+1 n) :E—|—Z( ) TP
n=1 n=1
pro z € (—1,1).
Pro x = —1 neni puvodn{ funkce definovana, ale pro x = 1 pouZijeme Abelovu vétu
(fada konverguje srovnanim s 1/n?).
0 n 1n+1 0 1 1
. . _ _ 1\ — 1\
lim lim (142) In(1+2) = 2In2 = an_:l( 1) T EEEY 1+;( 1) RN

ZAvor:

o n+1
1+ 2)In(l +2) = B
(1+2)In(1+2) x+;( s}
pro z € (—1,1].
1
3—2x

Reseni: Vytkneme a pak aplikujeme geometrickou fadu.

(e)

1 1 15"2 2 \" i2”x”
= — - = — x€X e PR
3-22 3 1-3z 34\3 3n+l

n=0
pro x € (—3/2,3/2).
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1
Ve

Reseni: Polozme f(z) Pak F(z) = -1-. Z geometrické fady

Zx —1,1).

— 0o w)

Po zderivovani méame
o
= g na™ !
n=1

pro z € (—1,1).

(g) sin®z

Reseni: Plati )
f(x) =sin’z = 5(1 — cos(2x)).

7 Taylorova rozvoje pro kosinus je

1 li 2n — i(_l)n—l-l 22n_1 2n
2 24 i ()t
z eR.
(h) 1
(14 x2)2

ReSeni: opsano z https://www2.karlin.mff.cuni. cz/"pick/analyza.pdf.
7 geometrické fady mame

1
1+a2 2 (=)

n=0
Rada absolutné konverguje pro a € (—1,1). Pro jeji koeficienty navic plati

(_1)k7 n = 217
an =
0, n=204+1,

kde I € Np.

Pouzijeme vzorec pro nasobeni fad.

Uvazujme licha n = 2m+ 1. Pak ¢isla k a 2m + 1 — k jsou vzdy jedno liché a jedno
sudé, tedy jeden z indexli ax a aomr1—k je nulovy a ag - agmi1— = 0.

Necht n = 2m je sudé. Pak ¢isla k a 2m — k jsou bud obé suda nebo obé licha.
Pokud jsou obé licha, pak arpas;,—r =0-0=0.
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Koneéné pokud jsou sudé, pak
aagm—k = (=) (=1)"F2 = (=)™,
Sudych ¢isel je navic v mnoziné {0, 1,2,...,2m} pravé m + 1. Tedy
bp = bam, = (—1)"(m + 1).

Dohromady je fada tvaru

Bonus

4. Priklad mame z: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~cuth/MA4_cviceni.pdf
Rekneme, 7e funkce je vyjddritelnd na okoli 0 jako mocninnd fada (MR), pokud existuje
§ > 0 a posloupnost {a,} spliwjici, ze f(z) =Y > a,z", © € (=4,9).
Uvazujte f definovanou na okoli 0. Urcete, jaké implikace mezi nasledujicimi tvrzenimi
plati.

(a) f je MR;
(b) f je MR a existuje k € Ng: f*)(0) # 0;
(c) existuje k € Ny a funkce g, ktera je MR, ¢(0) # 0 tak, Ze na n&jakém okoli 0 plati
flw) = atg(a):
(d) f e C>(—0,9) pro ngjaké § > 0.
Regeni:
(¢) = (b) = (a) = (d)

(b) = (¢) Necht f(z) =Y 07 anx™. Z véty o derivaci mocninnych fad lze ziskat vztah
1)

an = 5. Z predpokladu pak existuje k, Ze ap # 0. Uvazujme nejmensi takové k.
Tedy
o0 (e.0) o
f(z) = Zan:c" = Zxkanwn L Zan+kx
n=k n=k n=0

Polozme g(z) = > 0% 5 antrx™.
(b) < (c) Staci polozit

f(x) = Z bnxn+ka

n=0
kde g(z) = 07 bpa™.
(a) = (d) Plyne z véty o derivaci mocninné rady.
(a) # (b) Polozme f = 0.
(d) # (a) Uvazujme funkci

@) = {ez, x> 0,

0, z <0.

Pak funkce je hladka (z definice vyjde £ (0) = 0). Jedingm kandidatem na Taylorovu
fadu je ovSem nulova fada, ktera se ale nerovné puvodni funkci.
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