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Teorie

Věta 1 (Abel–Dirichlet). Nechť {an(x)} je posloupnost funkcí definovaných na intervalu J a
nechť {bn(x)} je posloupnost funkcí na J taková, že

b1(x) ≥ b2(x) ≥ . . . 0.

Jestliže je některá z následujících podmínek splněna, pak

∞∑
n=1

an(x)bn(x) ⇒ na J.

(A)
∑∞

n=1 an(x) ⇒ na J a b1 je omezená;

(D) bn ⇒ 0 na J a
∑∞

n=1 an(x) má omezené částečné součty, tedy

∃K > 0 ∀m ∈ N ∀x ∈ J : |sm(x)| =

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

ai(x)

∣∣∣∣∣ < K.

Věta 2 (Abel–Dirichlet 2). Nechť {an(x)}, {bn(x)} jsou posloupnosti funkcí definovaných na
intervalu J . Nechť pro každé x ∈ J je posloupnost čísel {bn(x)} monotónní. Jestliže je
některá z následujících podmínek splněna, pak

∞∑
n=1

an(x)bn(x) ⇒ na J.

(A)
∑∞

n=1 an(x) ⇒ na J a bn je na J stejně omezená:

∃K > 0 ∀n ∈ N ∀x ∈ J : |bn(x)| < K.

(D) bn ⇒ 0 na J a
∑∞

n=1 an(x) má omezené částečné součty, tedy

∃K > 0 ∀m ∈ N ∀x ∈ J : |sm(x)| =

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

ai(x)

∣∣∣∣∣ < K.

Věta 3 (Záměna sumy a derivace). Nechť (a, b) je neprázdný interval a
∑∞

n=1 fn je řada
reálných funkcí splňující:

1. fn má vlastní derivaci na (a, b),

2. existuje x0 ∈ (a, b) takové, že
∑∞

n=1 fn(x0) konverguje,

3. řada
∑∞

n=1 f
′
n

loc
⇒ na (a, b).

Pak funkce F (x) =
∑∞

n=1 fn je dobře definovaná a diferencovatelná,
∑∞

n=1 fn
loc
⇒ F (x) na

(a, b) a
∑∞

n=1 f
′
n

loc
⇒ F ′(x) na (a, b).
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Algoritmus pro AD

1. Zkusíme najít Dirichleta:
• Je tam (−1)n, sin t, cos t krát nějaké bn(x)? Dokážeme ověřit omezené částečné

součty?
• Jde bn(x) do 0? Stejnoměrně? A monotónně? → Dirichlet.

2. nebo Abela:
• Je bn(x) složitější? Kdyby tam nějaký kousek nebyl, už bychom to uměli? → Abel.

Hinty

sin a sin b =
1

2
(cos(a− b)− cos(a+ b))

Fakta∑∞
n=1 sin(nx) a

∑∞
n=1 cos(nx) mají stejně omezené částečné součty na [δ, 2π − δ] pro

π > δ > 0

Příklady

1. Vyšetřete stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou konvergenci řad funkcí.

(a)
∞∑
n=1

(−1)n

n+ x
na (−1,∞)

(b)♡
∞∑
n=1

(−1)n(1− x)xn na [0, 1]

(c)^
∞∑
n=1

cosnx

ns
, s ∈ R

(d)R
∞∑
n=1

cosnx

n
arctan(nx) na [0, 2π]

(e)V
∞∑
n=1

sinx sinnx√
n+ x

na (0,∞)

2. Rozhodněte, zda jsou následující funkce diferencovatelné na (−1,∞).

(a)
∞∑
n=1

(−1)n

n+ x
(b)Q

∞∑
n=1

(−1)nx

n+ x

3. Spočtěte f ′(0) (vyjádřete jako řadu):

f(x) =

∞∑
n=1

(−1)n
sin

(
1 + x

n

)
√
n

4. Ukažte, že funkce f má první derivaci spojitou na R:

f(x) =

∞∑
n=1

sin (nx)

n3

5. Spočtěte derivaci funkce (vyjádřete jako řadu):

f(x) =

∞∑
n=1

sinnx

2n
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6. Dokažte, že pro Riemannovu zeta funkci

ζ(x) =

∞∑
n=1

1

nx

platí ζ ∈ C∞(1,∞).

7. Zjistěte, kde je diferencovatelná funkce

f(x) =
∞∑
n=1

|x|
n2 + x2

.

(1b)Dirichlet,bn=(1−x)xn

(1c)s>1Weierstrass;s≤0NP;0<s≤1Dirichlet.BCpodm.:m=n0,n=2n0,x=1/2n0

(1d)Abelbn=arctan(nx),BCpodm.stejnějako1c
(1e)Dirichlet∑M

i=1sinxsinnx=
1
2∑M

i=1cos(n−1)x−cos(n+1)x=1/4(1+cosx−cos(Nx)−cos(N+1)x)
(2b)součin2diferencovatelnýchfcí;jinakVěta+Dirichlet
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