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Teorie

Véta 1 (Retizkové pravidlo). Necht G C R* a H C R" jsou oteviené mnoZiny. Necht funkce
©1,-..,0r € CHQ) a f € CY(H). Definujme funkci F : G — R, F(z) = f(o1(z),...,0-(2)).
Pak F € C1(G). Pro a € G ozna¢me b = [p1(a),. .., . (a)]. Pak pro j = 1,...,s plati
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Poznamka 2 (Konkrétné). Je-li funkce f(x,y,z) spojité diferencovatelnd a =z = ¢(u,v),
y=v(u,v), z= x(u,v), kde ¢, 1, x jsou spojité diferencovatelné funkce, pak
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Figure 1: http://mathinsight.org/media/image/image/chain _rule geometric_objects.png
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Véta 3 (Postacujici podminka pro existenci totalniho diferencialu). Necht a € R™, f je redlna
of

funkce n proménnych definovana na né&jakém okoli a. Necht navic g--,..., E,a—f jsou spojité
1 Tn
v a. Pak existuje f’(a).
Vé&ta 4 (Derivace ve sméru). Necht a € R, f je realna funkce n proménnych a existuje f’(a).
Pak pro kazdé v € R™ plati
Dyf(a) = f'(a)(v).
Vé&ta 5 (Derivace slozeného zobrazeni). Necht n,k,m € N, F: R* — R* a G : R¥ — R™ jsou
zobrazeni. Necht a € R", b = F(a) a necht existuji F’'(a) a G'(b). Pak existuje (G o F)'(a) a
plati
(GoF)(a) =G'(b) o F'(a)
((G o F)'(a) je reprezentovanou sou¢inem matic, které reprezentuji zobrazeni G'(b) a F’(a).)
Notation 6. Necht f : R™ — R je funkce, necht i,j € {1,...,n} a a € R™. Parcialni derivaci
funkce 3 f podle j-té proménné v bodé a znac¢ime
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Véta 7. O zaménitelnosti parcialnich derivaci
Necht f je redlna funkce n proménnych, a € R™ a 1 < 4,5 < n. Necht plati, ze

2
(i) funkce aiaj;j je spojita v bodé a,
(ii) funkce %fj je definovana na né&jakém okoli bodu a.
Potom existuji a jsou si rovny
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Priklady

Predpokladejme, Ze jsou splnény vSechny nutné predpoklady (speciélné funkce jsou diferenco-
vatelné a maji zaménné smiSené derivace).
1. Vypoctéte derivace slozenych funkci
(a) z=uV1+v2 kdeu=e**av=e"
(b) 2z = uv?w3, kde u =sinz, v = —cosr a w = €*
(¢) z=sinucosv, kde u = (x —y)?av=a?—19y°
(d) w=yz2—23, kdex =", y=In(r+2s+3t)az=+rs+1t
2.88 Spoctéte parcialni derivace g(z,y) = f(z% +?).
3. Necht f(z,y) = 22 + 3y?. Urcete derivace f vzhledem k polarnim soufadnicim.
Polarni souradnice: * = rcos«, y = rsina.
4. Necht f(x,y) = e~ (@ +¥)  Uréete derivace f vzhledem k polérnim souradnicim.
5.0 Ukaite, ze funkce F(z,y,2) = “Inz+zf (£, 2) vyhovuje vztahu :ca —l—y% +z%—§ =

F+ 2
z
6.7 Necht g(z,y) = flr+y,x—y), 5poctete v bodé (a,b).
7. Ukazte, Ze funkce F(z,y) = $f(x+y)+yg(x+y) vyhovuje rovnici L_ngg/_’_yp =0.

8. Vyraz :ca—:c]; —i—y(()ay@{E pretransformujte pro funkei F(u,v) = f(x,y), kde u =y av =y/x.

Zkouskové priklady
9.%¢ Necht F = (Fy, %) : R? — R? je zobrazeni definované piedpisem

F(z,y,2) = ((x +1)*(y + 1)(z + 2),sinx cos(2y + 2)).

Zobrazeni G : R? — R3 ma v bodé [2, 0] derivaci representovanou matici

2 1
0 -1
1 0

(a) Dokazte, ze v bodé [0, 0, 0] existuje derivace zobrazeni G o F' a spoc¢téte jeji repre-
sentujici matici.
(b) Spoctéte derivaci funkce Fy v bodé [0, 0, 0] podle vektoru (1,2,0).
10. Necht F = (I, Fy, F3, Fy) : R? — R* je zobrazeni definované piedpisem

x
F(x,y) = (arctan(a: +2y),z +y, (2% + %) 1 —’i- ‘|y] , ye$> .
(a) UkaZte, ze v bodé (—1, 1) existuje derivace funkce F' a spoCtéte jeji reprezentujici
matici.
(b) Spoctéte %(0,0), pokud existuje.
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