23. cviceni — Teoretické ulozky
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priiklady

1. & Sestrojte funkce fn(z) :[0,1] — [0, 00) tak, ze

(a) [ flz)dz =1
(b) pro kazdé x € [0, 1] je limy, o0 fn(z) = 0.

Tedy pro tuto posloupnost funkci plati

1 1 1
1= lim 1= lim fn(a:)dx;é/ lim fn(x)dx:/ 0dx = 0.
0 "o 0

n—oo n—oo 0

P.S.: Stac¢i obrazkem.

Reseni: napt. f,(z) = 2nxpL 1
2n’n
2. [Pravda — Nepravda)

2 3
Necht f je funkee, pak/ f(x)dz §/ f(z)dx.
0 0

Regeni: Ne. (Co kdy7 je f kladné nebo stiida znaménko? Pak to nefunguje.)

3. |Pravda — Nepravda)

6 6
(a) Jestlize g(z) < f(z) pro vSechna 2 < z < 6 pak / g(x)dx < / f(z)dz.
2 2

6 6
(b) Jestlize / g(x)dx < / f(z)dz, pak g(x) < f(x) pro viechna 2 < x < 6.
2 2

Reseni: Pravda, mame vétu.

Ne. (Integral vidi jen plochu, ale uz ne, jak jsou funkce doopravdy velké.)
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4. Doplinte do Vennova diagramu popisky:
C' - funkce spojité na [a, b]
R - funkce Riemannovsky integrovatelné na [a, b]
N - funkce Newtonovsky integrovatelné na (a,b)

Najdete protipfiklad, pro¢ mnoziny nesplyvaji?

C© >

5. Na obrazku je licha funkce. Jestlize vite, Ze fEQ f(x)dz =4, urcete

(a) J? f(z)dz
(b) [?, f(z)dz
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Figure 1: Applied Calculus 6th Edition by Deborah Hughes-Hallett

ReSeni: -4, funkce je lich4, tedy kopecky jsou symetrické a musi mit stejny obsah. A
obsahy pod osou z jsou zaporné.

0, z vEty o vlastnostech Newtonova integralu staci obé ¢isla secist.

Zkouskové priklady

Priklady i s feSenim mame od prof. Spurného https://www.karlin.mff.cuni.cz/"s
purny/edu.php

6. Uvazujte funkci

_1 N
o) = {(1): :?i;a; pro n&jaké n € N,
Ukazte, Ze (R)folf =0.

Reseni: Funkce f je omezené.

Zjevné S(f, D) = 0 pro kazdé D déleni [0, 1].

Dale: staci ukazat, ze Ve > 0 3 déleni D: S(f, D) < 2¢. Pak bude

[
1 1
o= ['1=[1=0

Zvolme e > 0. Pak se funkce f na intervalu [e, 1] 1i8i od nulové funkce pouze v koneéné
mnoha bodech. Tedy dle véty z prednasky plati, ze [! f = [0 = 0. Odtud existuje
déleni D' intervalu [e, 1] tak, Ze

S(f,D) <e.

Uvazujme nyni déleni D = {0,e} U D’. Pak
S(f,D)<1-e+5(f, D) < 2,

coz jsme hledali.
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7. Dokazte: Necht f je spojita realna funkce na [1,00) takova, Ze konverguje Newtontv

integral [ f. Pak
Sup{/ fl,x
1

ReSeni: Polozme F = flx, x > 1. Pak F je primitivni funkci k f na (1,00). Z
predpokladi mame, ze lim Fi(x) = A € R. Dale lim,_,;4 F(z) = F(1) = 0. Tedy F je
spojita na [1,00) a ma vlastni limitu v oo.

€ [1,00)} < 00.

Odtud existuje z € (1,00) takové, ze F je omezend na (z,00). Navic na [1,z] je F
omezena ze spojitosti na omezeném uzavieném intervalu. Dohromady F' je omezen4 na

1, 00).
|

Celkem
Priklady mame od prof. Hencla https://www.karlin.mff.cuni.cz/"hencl/edu.php

, X € [1,00)} = sup{|F(z)|,z > 1} < oc.

8. Necht f : [1,00) — R je spojita funkce. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni
(tedy je dokaZte nebo najdéte protiptiklad):

(a) Necht [ > fm(x dz konverguje pro vSechna a > 0. Pak f1 x)dx konverguje
Reseni: Neplati. Uvazujme f = 1. Pak [{°1 diverguje, ale J° = konverguje
pro vSechna a > 0.

(b) Necht f je klesajici a fl x) dx konverguje. Pak foo fgcx dz konverguje.

Reseni: Plati, vizte (c).

(¢) Necht f je libovolna a fl x) dz konverguje. Pak f wx) dz konverguje.
Reseni: Plati z Abela (tedy platl i (b)). Uvazujme g = 1. Pak g je na [1,00)
monoténni a spojita. Navic je omezena. Dale mame f je na [1,00) spojita a floof
konverguje. Tedy z Abelova kritéria konverguje i floo fg.

9. Necht’ fs g [0,00) = R jsou spojité funkce a necht konvergujf integraly (N) [7°f(z) da
fO x)dz. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni (tedy je dokazte nebo
najdete protlprlklad):

(a) Necht f,g > 0. Pak (N) [~ max{f(z),g(z)} konverguje.

Regeni: Plati
f+g+|f—4d

max{f,g} = 5

Tedy

/1mmax{f,g}=;/loof+g+|f—g\; (/100f+i/loog+/loo\f_g|>,

Prvni dva integraly konverguji z pfedpokladii, posledni konverguje ze srovnévaciho
kritéria, protoze |f — g| < |f| + |g]-
(b) Necht f, g jsou libovolné. Pak (N) [ max{f(z),g(z)} konverguje.
sin x sin x

Reseni: Neplati. PoloZme f = E, g = —2%. Oba integraly konverguji z
Dirichletova kritéria. Ale max{f,g} = %, tedy [ max{f,g} diverguje.
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