4. cviceni — Neabsolutni konvergence

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

1.

(a)

) (-D)™(V3-1)

n=1

Reseni: Otestujeme limitu

lim vV3—-1=lim V3— lim1=1—-1=0.
n—oo n—oo

n—oo

Je vidét, ze posloupnost ¥/3 — 1 je nerostouci, tedy z Leibnize fada konverguje,

1
Z(_1)7110 n
n=2 8
Regeni: Rada konverguje podle Leibnizova kritéria, nebot loén 7200, Posloup-

1

nost o= je zjevné€ nerostouci.
i(_l)n%? +3n+4
o 3n? +2

Reseni: Rada nespliuje nutnou podminku konvergence

2n*+3n+4 2

lim ———— = - #0,
oo 3n2 4 2 37
tedy fada diverguje.
oo
n
1y
Z( ) n? +2
73:1
Reseni: Oznacéme b, = nQLH Zjevné je lim, oo nQLH = 0. Abychom ukazali
monoténnost, uvazujme funkci f(z) = :E%H Jeji derivace je:
2
—x° 42
flla)=——.
(22 +2)

Tedy plati, ze f'(xz) < 0 pro > v/2. Odtud mame, Ze posloupnost b, je klesajici
pron > 2.
Rada pak konverguje z Leibnizova kritéria.

oo
™
Z cos <n§> arccot(n)
n=1
s

D . 2. & _ _ o] < .
Reseni: PoloZzme a, = cos (ng) a b, = arccotn. Pak ) °,a, ma omezené

Castecné soucty. Posloupnost b, je monoténni - nerostouci a navic lim,,_,, b, = 0.

o0
Z Dirichletova kritéria pak rada Z cos (n%) arccot(n) konverguje.
n=1
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ReSeni: Rada konverguje z Dirichletova kritéria, nebot cos(2n) ma omezené Castecné
soucty, 1/logn — 0 a navic je 1/logn nerostouci.

00
t
(C) Z Sin(n) arctann
n
n=1

Reseni:
Posloupnost sinn mé omezené Castecné soucty. Posloupnost % je nerostouci a
o .
. . . sinn
limy, 00 % = 0. Tedy z Dirichleta konverguje fada E
n
n=1

Posloupnost arctann je monoténni a omezend, tedy z Abela konverguje i fada

220:1 Sin(n) arct% '

> n
Z<_1)n 2
n®+1
n=0
Reseni:
7 Leibnizova kritéria: posloupnost b,, = nQLH mé
im =
n—oo N2 +1
a je nerostouct:
Qp = Qpil
n n+1

>
n2+1 " n2+2n+1
n3—|—2n2—|—n2n3+n+n2+1
n221

Tedy z Leibnizova kritéria fada konverguje.
oo

n+1 .
e ———sinn
(€) nz_:l n2+n+10
Reseni: Posloupnost sinn mé omezené ¢astecné soudty.
Dale mame
. n+1
lim — =0.
n—oon? +n+ 10

Ukézeme, Ze posloupnost je nerostouci, tedy Ze a, > any1:
Ap 2> Gpil
n+1 n+1+1
n2+n+10 " (n+1)2+n+1+10
(n+1)(n% 4 3n +12) > (n+ 2)(n® +n + 10)
n +4n? +15n + 12 > n® + 3n? + 120+ 20
n? + 3n > 8
n(n+3)>8
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Ziejmé plati pro n > 2.

Tedy dané posloupnost je nerostouci od n > 2. Tedy z Dirichletova kritéria kon-
verguje fada Y7, #ﬁilo sinn.
(f) Uzijte faktu 2sin?n = 1 — cos 2n

i sin’n
n=1 n
Reseni: Pomoci faktu vyse pieme
ism n lil licos%z
n=1 2 n=1 n 2 n=1 ‘

Prvni fada diverguje, druha konverguje z Dirichleta (a faktt). Tedy soucet vpravo
je dobfe deﬁnovz’m a fada diverguje.

Resenl.
Ze souctovych vzorci méme

sin{n+ — | =sinncos — + cosnsin —.
n n n

sinn
Rada ak konverguje z Dirichletova kritéria, nebot S °° . sinn ma
Z < log(logn) P & ’ L=t

omezené castecne soucty a W jde monoténné k 0.

logn)
Protoze cos% je omezena | cos %] < 1 a jde monoténné do 1 (plyne napf. z nacrtku

oo . 1
S 7 Ccos

funkce cos z), tak konverguje z Abela i fada Z m
og(logn

cosn sin l

Analogicky se ukaze, Ze konverguje i fada Z ﬁ
og(logn

A protoze soucet dvou konvergentnich rad Je konvergentni, konverguje i ptvodni

sm
d
rada Z log( logn

n=1
Reseni:
oo

1
Nebot sin 1 jde monoténné do 0 (jde vidét z grafu), tak fada Z(—l)” sin — kon-

n=1 "
verguje z Leibnize
Jelikoz pak -5 je omezena a rostouci (mozno ukéazat derivaci), tak z Abela kon-
OO
n 1
erguje i fada 1" sin | — .
verst Z( ) n+1 (n>

n=1
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oo n
2n +10
3. —1)"
o e ()
Regeni: Rada konverguje absolutné podle odmocninového kritéria, nebot

2 10 2
lim {/|ap| = lim nt =-<1

& —1)n+1
Z( BL P

n=1

ReSeni: Pro |z| < 1 konverguje absolutné podle limitniho podilového kritéria,

nebot
|(_1)n+2|1‘z|n+1 ‘Z| n
. L — 1 i
lim [EEIER lim Tt |z] < 1.

n

Pro |z| > 1 diverguje, nebot limita koeficienti bud neexistuje nebo neni nulova.
Pro z = 1 fada konverguje podle Leibnizova kritéria (neabsolutné), nebot posloup-
nost {1} je monoténni a konverguje k nule.

_1\n+1l/_1\n
Pro z = —1 fada diverguje, nebot %
s minusem.

= —1/natada ) —1 je harmonicka

i(—l)”QnQ +3n+4
— 2nt +3

Reseni: Plati, ze (pro n > 4)

24141 2

1
n? 2 n?’

<

n2n2+3n+4‘ 20?4+ 3n+4 1 2+43/n+4/n?

-1 -
(=1) 2nt + 3 2nt +3 n?  2+3/n4

Tento odhad déava absolutni konvergenci nasi fady pomoci srovnavaciho kritéria.

Z cos(n’7) (Vn+9—+/n)

ReSeni: Plati, ze n? je liché, pravé kdyz n je liché. Proto
cos(n’m) = cos(nm) = (—1)".
Dale je
9 9
Vn+9+4++yn T yn
9

Z téchto vypoctu je zfejmé, ze Ffada absolutné konvergovat nemize (fada Tn nenf

Vn+9—+/n=
konvergentni), ale konverguje neabsolutné podle Leibnizova kritéria.

= (1
2 S ()

n=2
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Reseni:

. . ~ 1 1 -~ v v
Absolutni konvergence je vylou¢ena odhadem 5 =T > 5.—7- Ukazeme, Ze fada
konverguje neabsolutné.

Leibnizovo kritérium lze pouzit pfimo, protoze nerovnosti

1
I+ (—1)" = 2t 1)+ (—1)r

2n+1 <2(n+1)—1, 2n—1<2(n+l1)+1 =
jsou pravdivé.

Zkouskové priklady

Néasledujici priklady i s feSenim jsou od doc. Rokyty: https://www2.karlin.mff.cuni
.cz/"rokyta/vyuka.html

4. VySetiete absolutni i neabsolutni konvergenci fad. (Neni-li napsano jen NAK.)

(a) *NAKZ

cos(3n + 2)

n+1v +1
n+1 n-+3

b 1

o) z()

i‘m"“_ﬂ”_lsmi
NG In

n=1
(d)% NAK ) (1 —1In (1 + 1) nsin 2n
n n
n=1

> n!+1
(e)*; (n+2)!+2
x> B
n=1 4)
2ty sin(n/7)

1+27 \/n~|—2—\/n~|—1
()
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L/au Priklad 2 :
e Nejprve upravime:
cos(3n + 2) = cos3ncos 2 — sin 3nsin 2.

Vime, Ze fada ) o, sinnz mé omezené &istedné souty pro kazdé z € R a 7e fada
> o2 cosnz mé omezené astené soudty pro kazdé z € R\ {2km, k € Z}. Proto maji
fada ) oo sin3n ifada ) .o, cos3n omezené ¢astedné soudty.

oo
n
[ POSIOle’lOSt {M—n——m}nz
ovérit napfiklad derivovanim funkce m), proto podle Dirichletova kritéria konverguji

Ttady o2y T T Cos3n a P T 7= Sin3n, a tedy i Fada

; konverguje k nule a je pro vSechna n > 2 klesajici (jak lze

(o]
n
—————cos(3In+2) =
; (n+1)vn+1 ( )
= n > n
= cos2 ———————cos3n —sin2 ————————sin3n
;(n—kl)\/n—#l ;(rﬁ—l)vn%—l
konverguje, nebot je linedrni kombinaci konvergentnich fad.
Bodovani pfi pouziti tohoto postupu p¥i vypoctu:
e pouziti sou¢tového vzorce pro kosinus ... 5 bodi
e omezenost Castednych soudtdt Y oo sin(3n) resp. > oo cos(3n) ...iiiiiii.l 2 body
. : AL d
L Py jdemonoténné knule ........ ... 5 bodi
e pouZit! (zmin&ni) Dirichletova kritéria .............. ... 2 body

e linedrni kombinace konvergentnich fad je konvergentni fada .................. 1 bod




4l

Priklad 3 : Vys3etiete konvergenci fady

in—{—l i n+3\"
e )

n=1

kde log z (= Inz) je pfirozeny logaritmus (logaritmus o zékladu e). (15 bodt)

ReSeni : PoloZme

a i L lo D
" 4+ 3 gn—i—l

Protoze Zﬁ’ > 1, je ap > 0. PouZijeme odmocninové kritérium:
S+l n+3
Yan 1 :
n—+3 O& n+1
N———
=:b, =:Cp
Plati

1+2
lim ¢, = lim log = lim log 5 T =logl=0,

n—00 n—00 n -+ n—00

n
kde jsme vyuzili faktu, ze lim ﬁ = 0, aritmetiky limit a spojitosti logaritmu v bodé 1. Dale pro

kaZzdé n prirozené plati 0 < ”"'1 <1, tedyi
n+1
n+3

odkud plyne, Ze posloupnost b, je omezens?. Podle véty, Ze limita sou¢inu omezené posloupnosti a
posloupnosti jdouci k nule, je nula, tedy méame

lim ¥a, =0,
n—oo

coz podle limitniho odmocninového kritéria znamené, Ze zadané fada konverguje.

0< ¥

<5

Poznamka: Jinou moZnosti bylo nejprve pouZit (limitniho) srovnévaciho kritéria, tj. bud si
uvédomit, Ze pro v8echna pfirozena n plati

O<n+1 lo e n< lo i
n+3 gn—l—l gn-{~1 ’

n+l n+3
n+3 (log n+1)
m ——5— =

n—00 +3
(log Z+1)

nebo Ze plati

At jiz pouZijeme jeden & druhy argument, vidime, Ze konvergence fady ) <Iog Zﬁf) impli-
n

1
kuje konvergenci fady > ooy Zié (log Zﬁ) Konvergenci fady Y oo, ( og n—+1) vSak dostaneme

z odmocninového kritéria, jako vySe.

Bodovani pfi pouziti tohoto postupu vypoctu:

e aplikace odmocninového kritéria ......... .. .. i 3 body
e ap > 0, aritmetika limit ... ... 2 + 2body
o vypocet limity logaritmu ......... oo e 4 bodl
o vypocet limity n-té odMOCNINY: ¢ iy siw s ke s res woswssme s Fais w6 5 6 6004 515 Lo wwss 4 bodi

Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutd odivodnéni:
e odiivodnéni vypodtu limity (omezend krit posloupnost s nulovou limitou) .... 4 body
Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.

2Samozfejmé je také mozZno spoéitat limitu lim b, = 1 napfiklad rozpisem obecné mocniny na exponencielu a
n— 00

logaritmus, a obdrzime také lim /a, =0
n—oo



e

‘Priklad 3 : Vygetiete konvergenci fady

X Von+1—-+2n—-1 sin—l—
2 Vv In’
. (15 bodt)

Rl

Regeni : PouZijeme limitni srovnavaci kritérium, ¢leny vysetfované fady budeme srovnavat S 7141—/3

Ctenéfi je tak v této chvili ddna moZnost piijit na to, pro¢ zrovna tato mocnina n\le ta prava..
Pokud se nechate poddat, tak vézte, ze pro velkd n se

VI F1-v2n—1 _ 2
NG T Va(V2n+1+v2n—1)

zatimeo (stale pro velkd n) se

i 1
,,chovd jako“ =

1 1
sin n ,chové jako“ ok (2)

Nyni je pot¥eba tyto naSe odhady matematicky pfesné odfivodnit. Poéitejme tedy, a nezapomerime
ani na odéivodnéni vypoctu:

) __Zﬂ:___ van—1 i % . on sin \T}—ﬁ
im = lim =
n—00 15 noo\/n(V2n+1+V2n—1) 3=
1
2 sin == 1
Y R R e T V2
——
=t =:Bp,
Protoze limn_,oo% = 0, dostali jsme lim, oo Ap = 3 \/— Pouz111 jsme vétu o aritmetice limit,

Heineovu vétu a spojitost odmocniny. Pro posloupnost Br, plati (priibéh a vysledek tohoto vypoctu
je pfesné to, co stoji za ,odhadem* v (2)):

g ]

SN 3= (o, sinz
1\/5 ) lim —

n

lim =il
n—00 z—0 X

Rovnost v (x)

Z — 1 a Heineovy véty pouZité na posloupnost
{3—} kter4 sestéva z nenulovych ¢lend a konverguje k 0. Tim je odtivodnén vypocet (3).

Protoze limita v (3) je vlastni a nenulové, a protoZe obé srovnavané fady jsou rady s kladnymi
¢leny, konverguje nami vySetfovand fada pravé tehdy, kdy# konverguje fada >, ; o /3 Tato fada
viak konverguje podle véty, Ze fada Bt n% je konvergentni pravé tehdy, kdyz o > 1.

Z4vér: nami vysetfovand fada tedy konverguje.

Bodovéani pfi pouZiti tohoto postupu vypoctu:

o odhad s jakou Fadou STOVIIAL .....oeeeii i 5 body
o Siselny vipodet imity v (3) «oovvvnneerii e 6 bodl
o ZAVEr, 7€ Yada KONVETZUJE ... ovvnetrn ettt 4 bodt
Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutd odfivodnéni:
e uvedeni, Ze limy, . % e ) e s b s o doi ol S 558 5 B S0 0 T e e e et s L 1 bod
@ ArTtIEtiKa LIIMIE « . vttt ettt e e e e e e e 1 bod
0 HHEITIENO VOEA o v vttt ettt e ettt e e e 1 bod
0 limita SIOZEnE FUNKCE ..ottt ittt et et et e i e 1 bod
e limitni srovnani: rady s nezépornymi ¢leny, limita vlastni a nenulovad ......... 1 bod
e uvedeni, Ze Zn_l por [ konvergentni pravé tehdy, kdyz oo >1 ................ 1 bod

Bodové sréizka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zdvaznosti 1-2 body.
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Redeni pisemné zkousky z Matematické analyzy 1b (3)

LS 2008-09, 10.6. 2009

Resent zde uvddénd jsou pouze jakymsi podrobnéjsim ndvodem s mezivysledky. Doporucujeme
provést a rozmyslet si viechny tpravy a vypoclty jako cvicent podrobneé.

Pi¥iklad 1 : Dostaneme postupné tyto Taylorovy rozvoje:

i e
Vity=1+:y-z+ =’ +0(%®), y—0,

2 8 16
1 1
\/1+$2=1+"2—$2_§1’4+0($5)» z — 0,
cosz - cosx2 = 1—1m2+ix4—|—o(a¢5) 1—lx4+0(m5)
2 24 2
a2 Lo 14 5
—1-—230 54% + o(z”), z — 0,

1
\/1+x2—cosx~cosx2—m2:§w4+0(x5), xz — 0.

Odtud dostavame
1
Tg’o(a:) = §x4.

Pokud jde o jmenovatele, tak dostdvame

1
Ver® = \/1+x2+ §x4+o(x5)

_1+1 2+1:124+ (1‘5) _1 ZE2—|—1$4+0($5) 2+1 2+1LE4+(5) 3+(6)
= 9 x 3 o 8 5 16 X 4 olx o\T

1 1
:1+§x2+§x4+0(m5), xz — 0.

Pak plati
1
Ver® — cos(z) — 22 = —z* + o(z?), z — 0.

7 vige uvedenjch rozvojl plyne
1.4 5
zx* 4+ o(x
lim 1(@) = lim 2 (%) =;

a—0 . /exp(z2) — cos(z) —x?2 @0 Lot + o(ad)

Priklad 2 : PouZijeme Dirichletovo kritérium:
e Vime, Ze fada > .-, sinnz mi omezené t4stedné soudty pro viechna z € R, proto i fada
5% | sin2n mé omezené Eastecné soucty.

o Plati
1
lim <— — log (1 + l)) z = lim <1 — xlog <1 + 1))
z—+00 \ T T z—+00 x

1
sl <1_M>:0’

y—0+ i




“of

tedy i
1 1
lim <——log<1—|——>)n=0
n—oo \ N n
podle Heineho véty.
e Oznadime f(z):=1—zlog (1 + %), potom

P = —wi—~log <1+%) = E—%—(log(m—kl)—logx).

+1
Podle Lagrangeovy véty o stiedni hodnot& pro libovolné z € (0,00) existuje &z € (0,1)
takové, ze
1 1
") = —— — <0 ro vSechna x > 0.
e e oo P

Funkece f je tedy klesajici na intervalu (0, 00), a proto je i posloupnost a, = f(n) klesajici.

ZAavér: fada konverguje podle Dirichletova kritéria.

Poznamka: Monotonii funkce miiZeme zdiivodnit i takto. Plati
' 1
e S, € (0, ).
FO = =€)
Funkce f je tedy rostouci na (0,00) a limz—.co f'(z) = 0. Odtud plyne, Ze f’ je zaporné na (0, c0),
a tedy f je na (0, 00) klesajici.

Piklad 3 : PouZijeme substituci 2z + 1 = ¢, tj. z = 5(t> — 1), dz = tdt. Dostaneme
NTES /35
= Y= _de= | oyt
0o (z+2) 1 (2+3)
Rozkladem na parcidlni zlomky zjistime
42 4 12
(t2+3)2 2+3 (#2+3)%°

Zintegrovat p% neni obtiZné, primitivni funkei k funkci @%’)g najdeme napfiklad pomoci reku-

rentni formule pro integraly typu [ (?id—_f—l);. Celkové dostaneme

/( i = >dtc 2 etp e B e et e R

- = — — — —— — —arctg —, )
2+3 (2 +3) T BT B A
Tedy je

Priklad 4 : Oznacime 5
_ log?(1 +1x)sin’
fle) = x2(r — )3

pro z € (0,7). Funkce f je na intervalu (0,7) kladna a spojita. Staci tedy vySetfit jeji chovani v
krajnich bodech.

Bod 0. Polozme g(z) = %ﬁﬁ = z2t8~2 Funkce g je na intervalu (0, 1] kladn4, spojita a stan-
dardni vpoédet ukazuje limg_o+ f(z)/g(z) = 7~3 € (0,00). Podle limitniho srovnévaciho kritéria



Priklad 3 : VysSetfete konvergenci fady

(15 bodit)

Reseni : PouZijeme limitni srovnévaci kritérium, ¢leny vySetfované fady budeme srovnévat s Elg
Pro velkd n se totiz

nl+1 ) | o n! 1
= cnova Jaxo =
T R e n+2)! n+2n+1)

Nyni je potfeba tento nas odhad odtvodnit. Poditejme:
1 4+ 1) n? o=
T, M = lim 5 - nl' 5
n—oo by, 7}—><><>(n+2)!—1—2 n—00 (1+E) (1+H)+

n2.n!
s vyuzitim faktu, ze limy o0 %‘ =0, limy,—e0 'T%T = 0 a podle véty o aritmetice limit.

Protoze limita v (1) je vlastni a nenulova, a protoZe obé srovnavané fady jsou rady s kladnymi
Cleny, konverguje nami vyﬁetfcj)vanéu fada pravé tehdy, kdyz konverguje fada > 2 ; ;17 Tato rada
vSak konverguje podle véty, éei rada Y, n% je konvergentni pravé tehdy, kdyz a > 1.

Zavér: nami vySetiovana fada tedy konverguje.

s 1
coZ se ,chova jako“ — =:by.
n

\
Bodovéni p¥i pouziti tohoto postupu vypoctu:

e odhad s jakou fadou e e e TN 5 bodi
o ¢iselny vypolet WINItY W (L) wi ciesmm s viic sums s masomss spsmit 53 mos e s dhas mis oid s e s 5 bodl
O ZaVE I - O et e M et Al s s YR L e e e e i 1 e I Tt 5 bodu
Bodové srazky za nespravnd nebo zapomenutd odtivodnéni:
e uvedeni, Ze limn_,oo% =0 oY oY s Sl R N SN Ry e P e e 1 bod
etarittinetikar IRIL: bl | il i s Lo e D it vie jonhe ¥ Gir s owhl 53 53« T omals et T o s 1 bod
e limitni srovnani: fady s nezapornymi ¢leny, limita vlastni a nenulovéd ......... 1 bod
e uvedeni, Ze Y 2, n% je konvergentni praveé tehdy, kdyza >1 ................ 1 bod

Bodova srazka za num. chybu, ktera nemeéni charakter vypoctu, je podle zavaZnosti 1-2 body.




Priklad 3 : VysSetiete konver

genci fady

Z 2 3 :
kde (}) je kombinaéni &slo ,n nad k. (15 boduw)
Reseni :
Polozme h g
S

dostaneme

@+

)+
!

Qy

Upravou &itatele i jmenovatele tohoto zlomku pouZitim vzorce = (n—nk)!k! = "(n—l)",'cgn_kﬂ)
B n(n2—1)+n(n—lg(n—2) e 60+20(n—2) . 50
= n(n—l)(g4—2)(n—3)+n(n—1)(n——2)(n—3)(n—4) & 5(n—2)(n—3)+(n—2) (Tl—3)(n—-4) = (n—2)(n—3)'

120

PouZijeme limitni srovndvaci kritérium. Za tim déelem nejprve odhadneme, jak se a, chové pro

velké hodnoty n. , Tipneme si
(-+-=2), (--+ — 3) ve vyrazech

OznaCme tedy b, := 517 Lze ih

podle véty, ze fada 5.0, 2 k

n=1 no

To, Ze se Fady > o2  an a Y]

Odtud ihned dostaneme, Ze

protoze nlgl;o n% =0profB>0

[e) o0
Obé&fady > an, Y. b, maj
n=1

n=1

podle limitniho srovnévaciho k

1

, Ze pro dostatecné velkd n je moZno zanedbat aditivni konstanty
vyse,

mn

an, se tedy ,chova jako“

ined konstatovat, Ze

[ee)
Z bn,  konverguje
n=1

onverguje pravé tehdy, kdyz o > 1.

-2 1 bn ,chovaji stejng“, je ale nutné presné ovéFit:
2Rt 20
s 2 3\

an

E;_

(7)

nezdporné ¢leny, limita v (7) je vlastni a nenulova, plyne tedy z (6)

o0
ritéria, Ze fada Y a, konverguje.
n=1

Bodovani pfi pouziti tohoto
e Ulprava a,
e urceni b, a spocteni (7)
e odlivodnéni: zminka, 2e|
e oduvodnéni: zminka, Ze

odtvodnéni uziti limitnl
odtivodnéni uziti limitn
e oddvodnéni uziti limitni

Bodové srazka za num. chyb

postupu pfi vypoctu:

....................................................... 4 body
...................................................... 5 bodu
I ;Ll—a konverguje pravé tehdy, kdyz oo > 1 ........ 1 bod

sl 7L
T}Lngom;20proﬂ>0 ............................... 1 bod
tho srovnavaciho kritéria: ) o ; ;1; konverguje ....... 1 bod
iho srovnavaciho kritéria: (7) je vlastni a nenulova .... 2 body

ho srovnévaciho kritéria: jde o Fady s nezdpornymi éleny 1 bod
u, kterd nemeéni charakter vypoctu, je podle zavaZnosti 1-2 body.




Piiklad 2 : VysSetfete konvergenci fady

o0 nlO
nz_l m sm(nﬁ) .

(15 bodi)

Regeni : Vyuzijeme znalost, ze posloupnost (éastecnych soudtl) Zﬁjzl sinnz je pro pevné z € R

omezens — tedy Ze pro dané x

€ R existuje K > 0 takové, Ze pro vSechna N € N plati

N
E sinnz

ne=1

<K.

Pro z = /7 tedy dostaneme, ze fada ) n.; sin(n./7) ma omezenou posloupnost Casteénych soucti.
Pro ovéfeni konvergence fady pouZijeme Dirichletovo kritérium, tedy bude stadit, pokud ukdZeme,

v

Ze
10
(i) it L ,
n—oo 27 4+ 1
10
ii — je monoténni posloupnost, alespoti od jistého indexu ng.
2" 41

Ad (i): Vypocet uvedené limity neni obtizny, snadno ji spotete nékterou z metod 1. semestru.

10

- y e
Ad (ii): ozname ap, == gz > 0, potom
: an+1 .
lim = = lim
n—0od

n—oo  (QAp

tedy jisté existuje ng € N ta
viechna n > ng, n € N.
Jiny zptsob, jak zjistit mo1
10
T
)= ——
f@) = g

Protoze vyraz v hranatych z4
o € R, Ze f'(z) < 0 pro v
anp1 = f(n+1) < f(n) =an

Zévér: fada konverguje po

Poznamka : Tento postug
Dirichletova kritéria. Pro tut
n10

2 +

atada ) ooy 2—?:3—1 konverguje
absolutné, a tedy konverguje

(o e e e 1NY 144 1
— 1+ — . =-<1 1
210 27+ 1) im | L= 2+ L By (1)

kové, Ze aZ:1 < 1 pro véechna n > ng, n € N, tedy an41 < apn pro

n—oo

hotonii, je zkoumat znaménko derivace pomocné funkce
99z

72 10
tj. "(2) = ——= |10+ — —zlog?2 eR.
| PE) = e [10+ 3 -eloez|
workéch jde k minus nekoneénu pro & — 00, existuje urcité takové
Sechna = > zg. Funkce f tedy klesd na intervalu (zg,-+0c0), proto
pro viechna n € N, n > xo.

1le Dirichletova kritéria.

ukazuje, jak asi pracovat (zdivodiiovat) v piipadé pouziti Abel-
5 konkrétni fadu viak existovalo mnohem jednodussi feSeni: protoze

710
T sin(ny/7)| < ]

pro v8echna n € N,

dle podilového kritéria — viz (1), konverguje fada » o2 % sin(n/m)

Bodovani pfi pouziti tohot

o postupu pii vypoltu:

e zdvodnéni omezenosti dastednych souctl ... 2 body

e vypocet limity ......
e ovdfeni monotonie ..

e aplikace kritéria a ZAVET ...ttt 3 body




48,

Priklad 3 : Vysetfete konve

rgenci fady

i In3+1-—n
a3 2 — Y/ndA 41
(15 bodii)
Reseni :
PoloZzme
In3+1—n
Gnp

Roz§ifenim citatele i jmenovs
(A? + AB + B?) (naptiklad p1

1

T Yo Uit
tele tohoto zlomku dvojim pouZitim vzorce A® — B3 = (A — B)
ro tpravu Citatele klademe A = v/n3 + 1, B = n) dostaneme

(n3 +2)3 + (0 +25(nf +1)3 + (nd + 1)3

Pouzijeme limitni srovnévaci

velké hodnoty n. ,Tipneme si

(---4+2)a(---+1) ve vyraze
Mimo jiné je nyni vidét, Ze

co 1

podle véty, Ze Fada ) >° | —%

{(n% +

(n3 +1)3 + n(n?

k
To, Ze se fady » o2  an a

+1)3 4+ n? 1

kritérium. Za tim ucelem nejprve odhadneme, jak se a, chové pro
“, ze pro dostatecné velkd n je moZno zanedbat aditivni konstanty
h vysSe, a, se tedy ,chova jako“

3.2
n4'3

n2

3

o0
Z b, konverguje
==l

onverguje pravé tehdy, kdyz o > 1.

noo
un=

)8 + (nt +2)5(nd + 1)F + (nf + 1)3]

1 bn ,chovaji stejné“, je ale nutné presné ovétit:

P

e
bn

(

144

nd

(3 +1)3 + n(nd +1)5 +n2

2 ik 1 2
3—)3—}-(1—#—23—)3(1-{——13—)3—!—(1%-—13—)3}-n
nd n4 nd

(SIS
(NI

Po vykréaceni tohoto zlomku v

1

rotoze lim =
p n=oo NP

o0
ze fada Y a, konverguje.
n=l

OproB>0

Obé fady maji nezdporné &l

2 1
[(1+7715)3 +(1+ &) +1] -n2
yrazem n? tedy dostaneme, %e

(7)

eny, takZe z (7) a z (6) plyne podle limitniho srovnévaciho kritéria,

Bodovani pfi pouziti tohoto

postupu pfi vypoctu:

e Uprava a, (rozdifeni zlomku) ...................... 4 body
o Urceni by, sumssmmaiesals dors sins s 4 body

C N0y sl (g NPT PR S 4 body

e odlvodnéni ...................... 3 body




Priklad 3 :

kde symbolem log znacime pf

Vysetiete konver

genci Tady
oo n2
1
> (om(2))
i n
rozeny logaritmus, tedy logaritmus o zdkladu e.

(15 bodi)

ReSeni : Polozime a, = (1 —

an > 0 pro vSechna dostatecné

kritérium.
Plati:

Déle je

A, =nlog (1 — log (E

Vsimnéte si, jakych prav poi

nich limit pro logaritmus. D3]
skyta jisté moznosti necekany

log (”+1)) . Protoie plati lim, o (1 —log (1)) = 1, je urcité

& velkd, prlrozena1 n, a miZeme proto pouZit (limitni) odmocninové

n
1-1og ( v 1)) _ oniog(1-1o8(%)) —; g#n
- 1>> log (1 — log ntl)  _Jog 22 ntl (1 n+ 1)
. S a0 D s
Qn7 % R\V; Sn

uFivédme, abychom co nejvice pfi vypoctu limy 0o A, vyuzili zklad-
‘16 u? je vipolet jednoduchy, i kdyZ jeho spravné odtivodnéni v sobé
ch bodovych ztrat:

1
lim P, - S, = lim n- (———) = lim (-1) = -1,
n—oo n—00 n n—00
. , sl ; S g =1l
lim @, =1 (zédkladni l‘umta pro logaritmus a vyuziti Heineho véty s y, = — log ),
n—oo
lim R, =1 (obdobné odfivodnéni jako pro Qn).
n—0o0

Celkové tedy je podle véty o
lim A

n—0o0

ProtoZe 1/e < 1, plyne z limi

aritmetice limit

= -1, a proto =

Q|

lim ¥Yan, = e
‘ n—0c0

tniho odmocninového kritéria, Ze ndmi vySetfované Fada konverguje.

Bodovani pfi pouziti tohot
eay, >0
e vypolet Qn
e vipolet Ry,
o limy oo A =—1 ...

o lim, oo {Yan = =t

o z4avér, 7e fada konverguje dle odm. kritéria

Bodové srdZky za nespravné ne

e odfivodnéni limity slo
e aritmetika limit ....

o postupu vypoctu:

bo zapomenutd odtvodnéni:
zené funkce

Bodové srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zévaznosti 1-2 body.

1p4 se dokonce jednoduge spo
nutné: odmocninové kritérium pot

cist, Ze (1 — log (21)) > 0 a tedy i an > 0 pro viechna piirozena n, neni to viak

febuje pouze, aby existovalo pfirozené no, Ze an > 0 pro vSechna pfirozend n > no.




Priklad 3 : VySetfete konver

genci Fady
Z<1+2n \/TL—|— -‘\/n+1

I

bt

n=1
(15 bodu)
Reseni : Polozme
' 1+27 ._\/n—|—2—\/n+1 5
Tp 1= 3n Yn = In : (6)

Neni tézké odhadnout, Ze x,, ,

se chova pro velkd n jako“ (%)n, a také, ze y, = {l/ﬁ(—n\/Tlﬂ—\/—'rT—l) »Se

chové, pro velkd n jako“ m1+—1—2 = E’a'l/z
Pfesnéji, pro =, mame
nh—{%o@)—”:nh_,r%o 3n 27:7}1_{%0 2—n‘+1 =1, (7)
3
zatimco pro y, mame
4 . 1
m —2% — fim : In-/n e 1 s
N0 T n—»co\/ﬁ(\/n——l—z n—|- n~—>oo\/1+ +\/1+1 D)

Ve vypoctech pouzivame véty
Protoze fada 322 (2)" k

Ie9)
n=1

3

faktu, Ze jde o geometrickou fl‘adu s kvocientem %), dale pak fada > o7,
L kon

znalosti, %e fada Zflo_l =

fad v (7), (8) jsou nezéporné,
[ee)
1427
Z a kon
3TL
n=1

Prvni moznost zakonceni:

1

o aritmetice limit, skutecnosti, Ze lim 2" = oo a lim - = 0.

n—oo n—oo
onverguje (bud podle odmocninového kritéria nebo konstatovanim

ng% diverguje (s vyuZitim

veguje pravé tehdy, kdyz v > 1), a koneéné protoZe ¢leny vSech &ty¥

dostaneme dvojim pouZitim limitniho srovnavaciho kritéria, ze

i ViF2—+/n+1
4

n=1 \/ﬁ

Z vyse uvedeného jiz plyne, Ze fada

verguje, zatimco diverguje.

[ee)

1+2" V/n+2—-+vn+1 : )
g el - diverguje,
e 3 In

nebot kdyby tato fada konvergovala, musela by

vergentni{ fada) konvergovat i

neni pravda.

Druha moznost zakonceni: Pro vSechna pfirozend n plati

a protoZe fada > o7, ( nt2-

jsme méli vySetfit.

L

(protoze rozdil dvou konvergenvnich fad je kon-

‘1L"ada S (1.§3n i Jn-i—?é;;%/n-l-l) - (1-:|))-T%n) = o 7\/”*”2&5 vntl ooy
1+2 e Vn+2—+/n+1 > vn+2—v/n+1
In In

”—) diverguje, diverguje podle srovnavaciho kritéria i fada, kterou

Bodovani pfi pouziti prvnih

e konvergence > o2,
e divergence ) -
o divergence >,

Tn

1(2n

1yn .4
+

10 postupu pfi vypodétu (pfi druhém budou body prerozdéleny):

Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutéd odivodnéni:

e odiivodnéni: ) o (%)
e odfivodnéni: > o2
e odivodnéni: zmmk
e odivodnéni uziti hmlt
e odivodnéni uziti limit
Bodova sriazka za num. chy

_1_
n3/4

........................................................ 5 bodi
....................................................... 6 bodl
Uy 55550 e e $ I § B P SRS S eE e e 4 e e 8 S s 4 body
konverguje a proc .........iiiii i 141 bod
QIVETZUIE 8 PLOC + viirs citin baeis e snsoiei o« nore mior s <iaialoiet o s sl 141 bod
Ze limy,— oo 2% =0, limp oo ;1[; =0profB>0 ........... 1 bod
srov. krit.: limity (7), (8) jsou vlastni a nenulové ..... 1 bod
srov. krit.: jde o fady s nezédpornymi ¢leny ............ 1 bod

bu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.




Bonus

5.
= nsinn
S A St
nz:l( ) n?+1
Reseni:
Upravime nynfi ¢len fady na tvar
nsinn sinn n
-1 =(-1)"— .
(=1) n?+1 (=1) n n?+1

Dokazeme-li nyni konvergenci fady Zn(—l)”ﬁ%, pak, vzhledem k tomu, Ze posloupnost
{n’;—il} je zfejmé omezenéd (m4 limitu) a monoténni, z Abelova kritéria bude vyplyvat
také neabsolutni konvergence vysetfované rady.

Nyni pouzijeme triku rozdéleni fady na dvé, na fadu sudych a lichych ¢lenti.

Z(_l)nsizn; Z (_1)7181271_'_ Z (_1)nsiI;Ln

n=1 n=1,3,5,... n=2,46,...

coZ po upravé dava

o0

sinn ¢ sinn sinn
((prEn Loy Ry
n n n
n=1 n=1,3,5,... n=2,4,6,...
Z nasledujici pozndmky plyne, Ze pokud dokdZeme konvergenci fad na pravé strané, pak
konverguje také fada na strané levé a rovnost s otaznikem plati.
Avsak konvergence obou fad na pravé strané plyne z Dirichletova kritéria. Protoze % —0
monoténné, staci ovéfit stejnou omezenost ¢astecnych souctti fad ) -, sinn s¢itanych pres
sudé a liché ¢leny.
Rada ), sinna ma totiz omezené ¢astecné soucty pro véechna x € R. Polozenim z = 2
s . v ~ . L3 2z 2 v 2 v 2 v
tedy zjistujeme, ze fada >, sin(2n) = 3, o, sinn ma omezené Castecné soucty. A

protoze
N N N N N
E sinn| = g sinn — E sinn| < g sinn| + sinn
n=1,3,5,... n=1 n=2,46,... n=1 n=2,406,...

a obé fady napravo maji stejné omezené Césteéné soucty, plyne odtud stejna omezenost

¢astecnych soucti i pro fadu lichych ¢lenti.

Tim je neabsolutni konvergence vysSetfované rady dokazéna.

6. Necht > >° an a Y -2 b, je konvergentni (K), > >° ¢, a Y 2 dy jsou divergentni
(D). (Rady mohou mit i nezaporné &leny). Rozhodnéte, zda musi platit:
(a) >0y an + ¢, K Nepravda.

Pro spor pfedpokladejme, Ze > 7 | an + ¢, je konvergentni. Pak z linearity mame
i konvergenci fady

o0 oo
Z(an + ) —an = Z Cn,
n=1 n=1

COZ je spor.

Matematicka analyza 2, 2024/25, Kristyna Kuncova 6



e) > ay - by K Nepravda, napf. a, = b, = (?/1%"

f) 302, cn - dy K Nepravda, napt. ¢, = d,, = n.

)

(c)

(d) S0 k-an+1-by, k,l € R, K Pravda, plyne z véty o linearité.
)

)

(g) >0 by - dy K Nepravda, napf. b, = nl—Q, d, = n3.

Matematicka analyza 2, 2024/25, Kristyna Kuncova



