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Priklady
1. Vysetiete absolutni konvergenci fad.
o0
1 o1
(a) E sin — — arcsin —
n n
n=1
ReSeni:
. T | 1 . . - 1 v
PoloZzme a, = sin — arcsin-. Déle uvazujme posloupnost =, = .- . Zfejmé
z, — 0.

Polozme funkci f(x) = sinx — arcsinz. Pak plati f(z,) = an.
Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

23
sinz =x — €+0(x4), x—0
23
arcsinz = x + 5 +o(z?), -0

f(z) = (:c - ”23 + o(g;4)> — (x + f + o(x4)>

1
= —gx?’ +o(zh), x—0.
Nejsiln&jsi ¢len je tedy 3.
Pouzijeme tedy LSK s b, = (%)3 = n% a budeme vySetiovat absolutni konvergenci.
Pocitame tedy limitu

1 1
. an, . |sin= — arcsin |
lim u = lim e n
n—oo n n—oo =3
n
Prve spoéteme limitu
. sin % — arcsin %
lim T
n—oo

n3
Aplikujeme Heineho, x,, = %, Tn — 0, x, # 0 pro viechna n € N. Potfebujeme
tedy spocitat limitu

1,.3 4
x —zx° +o(x 1
lim M — lim 3—() - __.
x—0 1,‘3 x—0 $3
Odtud i . .
sin = — arcsin = 1
lim T T D= —_,
n—00 = 3
n

7 véticky o limité a absolutni hodné pak plati i

im —— = —.
Tedy "7 | |an| konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje > >° | b,. Protoze Y o> | b,
je konvergentni, tak je konvergentni i ) 2 | |ay,|.
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- 1 1 1
o Efu) ()]
n=
Regeni:
Polozme a,, = 2 [tg (ﬁ) — sin (ﬁ)} — # Dale uvazujme posloupnost x,, =
— . Ziejmé x, — 0.
Polozme funkci f(z) = 2(tanz — sinx) — 23. Pak plati f(x,) = ay.
Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

39

tanx:x+%+ﬁx5+o(:€5), x—0
3 ad 5
N A A 0
sinz =z 6+120+0(m), r —
3 9 3 5

f(x):2<x+$3+15$5+0(:L‘5)—<m—3;+1$20+0(a:5)>>—x3

1

:ch“r’—ko(xﬁ), x — 0.

N

5
Pouzijeme tedy LSK s b, = ( A > = % a budeme vySetfovat absolutni konvergenci.

S

Pocitame tedy limitu

Aplikujeme Heineho, z,, = ﬁ, Tn — 0, x, # 0 pro viechna n € N. Potfebujeme
tedy spocitat limitu

lim —f(m) = lim 7%335 + o(a?5) = 1
z—0 X z—0 x5 4
Odtud 1
I 2 |:tg (n11/5> — sin (n11/5>} - n315 _ 1
Jim T s

7 vé&ticky o limité a absolutni hodné pak plati i

Tedy Y07 | |an| konverguje prave tehdy, kdyz konverguje > > | by,. Protoze > >, b,
je divergentni, tak je divergentnii ) 7, |ay|.
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. 1 1
(c) nz:l sin <n — arcsin n)

ResSeni:
1

n

Polozme a, = sin( — arcsin %) Dale uvazujme posloupnost z,, = % . ZFejmé
x, — 0.
Polozme funkci f(z) = sin(x — arcsinz). Pak plati f(z,) = an.

Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

23
sinx:$f€+o(m4), x—0
23
arcsinxz:}:—i—g—l—o(x‘l), x—0
23
x—arcsinx:—g—ko(x‘l), x—0
1

f(z) = —éx?’ +o(zh), = —0.
Nejsilngjsi ¢len je tedy 3.
Pouzijeme tedy LSK s b, = (5)3 = % a budeme vySetfovat absolutni konvergenci.
Pocitame tedy limitu

o1 o1
lim M — lim ‘sm (E — arcsin EH
n—oo by, n—00 %
Prve spoé¢teme limitu
lim sin(1 — arcsin 1)
n—oo 1

n3
Aplikujeme Heineho, x, = %, zn — 0, x, # 0 pro viechna n € N. Potfebujeme
tedy spocitat limitu

lim f(z) — lim M — _1_
z—0 3 z—0 a3
Odtud i o o
lim sin(.. — arcsin -) _ _1.

7 véticky o limité a absolutni hodné pak plati i

im —— = —.
Tedy Y07 | |an| konverguje prave tehdy, kdyz konverguje > > | by,. Protoze > >, b,
je konvergentni, tak je konvergentni i ) 7 | |ay,|.

=, 1 1
(d) Zlnn—ﬂ —1In <smn6> , >0
Q:l
ResSeni:
Polozme a, = In n% —In (sin niﬂ) Dale uvazujme posloupnost z,, = n%. . Ziejmé
x, — 0.
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Polozme funkci f(z) = Inz —In(sinz) = In 2 = — In ¥22. Pak plati f(z,) = ap.
Rozvineme f(x) do Taylora v 0:
. 3 4
sma::x—€+0(m ), x*—0

1 x?
Ssinz=1-2 4oz, -0
_sinz 5 +o(x?), =z
1
f(z) = Z2® + o(z?), x —0.

6

NP

Nejsiln&jsi ¢len je tedy 2.

Pouzijeme tedy LSK s b, = (niﬁ)Q = n%ﬁ a budeme vySetfovat absolutni konver-
genci.

Pocitame tedy limitu

‘ln niﬁ —1In (sin n%)‘

. Qn .
lim u = lim il
n—oo n n—oo nTﬁ
Prve spocteme limitu
In L — In (sin 45
. B B
n—oo

n2B
Aplikujeme Heineho, z,, = n%, Tn — 0, x, # 0 pro véechna n € N. Potfebujeme
tedy spocitat limitu

1,.2 2
= 1
hmM:hmM:,_
x—0 .1‘2 x—0 .%'2 6
Odtud 1 . o
- lnn—ﬁ —ln(smn—ﬂ) _ 1
n—o00 1 6

n2B
7 vé&ticky o limité a absolutni hodné pak platf i

lim M:E.

Tedy Y07 |an| konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje > > | by,. Protoze > >, b,
je konvergentni prévé tehdy, kdyz g > %, tak 1 Y 07, |as| je konvergentni prave
tehdy, kdyz 3 > 3.

1 1\ 1
§ in———)—,a€R
(e) <smn )na,a

n=1

ResSeni:

Polozme a, = (sinl — l) L dale polozme ¢, = (sinl — l) Dale uvazujme
n n n/) neo p n n nl: .]

posloupnost x,, = % . Z¥ejmé x, — 0.

Polozme funkci f(x) = sinz — . Pak plati f(xy,) = cp.
Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

23
sin:c:a:—g—ko(:c‘l), x—0
flx) = (m—f+o(m4)> —x

1
= —6x3 +o(z?), z—0.
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Mivs v

Nejsiln&jsi ¢len je tedy 3.

Pouzijeme tedy LSK s b, = (%)3 : n% = ng,% a budeme vySetfovat absolutni
konvergenci.

Pocitame tedy limitu

el emE DA (sl D)
n—oo 0O n—>00 # n3

Prve spoc¢teme limitu

Aplikujeme Heineho, z,, = 1, z,, — 0, 2, # 0 pro viechna n € N. Pot¥ebujeme

n’
tedy spocitat limitu

1,..3 4
—zx° +o(x 1
lim @ — lim 3—() - =
x—0 1'3 x—0 .%'3 3
Odtud i . )

sin = — arcsin = 1

lim T T n = —_,

n—00 = 6

n

7 véticky o limité a absolutni hodné pak plati i

1
lim M:,.

Tedy Y07 |an| konverguje prave tehdy, kdyz konverguje > > | by,. Protoze > >, b,
je konvergentni pravé tehdy, kdyz a > —2, tak je konvergentni i > ° | |a,| prave

pro a > —2.

(f) i\/n+2—2\/n+1+\/ﬁ
n=1

Reseni: Poloimean:\/n—|—2—2\/n+1—|—f=\/ﬁ(\/1+%—2\/1+%+1>.

Déle polozme ¢, \/1 + % — 2\/1 + % + 1. Uvazujme posloupnost z,, = 1 . Zfejmé

n
zn — 0.
Polozme funkci f(z) = /14 2x — 2y/1+ z + 1. Pak plati f(z,) = c,.
Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

1 1
VI+2r=1+-(22) — =(22)* 4+ 0(z?), z—0

2 8
1
\/1+x:1+g—§x2+0(3:2), x—0
1
flx) = —1332 +o(z?), = —0.

Nejsiln&jsi ¢len je tedy x2. )
Pouzijeme tedy LSK s b, = \/n (%) = ﬁ a budeme vySetiovat absolutni kon-
vergenci.
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Pocitame tedy limitu

7 .
lim — = lim 1 lim 1
n—=00 Op n—00 n3/2 oo n2
Prve spoc¢teme limitu
(\/1+%—2\/1+%+1>
lim T
n—o00 =

Aplikujeme Heineho, x,, = %, Tn — 0, x, # 0 pro véechna n € N. Potfebujeme
tedy spocitat limitu

1.2 2
1 1
RACORE e e B
z—0 xz z—0 1‘2 4
Odtud i
(\/1+%—2\/1+%+1) )
lim il =——.
n—00 = 4
n
7 véticky o limité a absolutni hodné pak plati i
lim M = E

Tedy Y07 |an| konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje > > | by,. Protoze > >, b,
je konvergentni, tak je konvergentnii ) 7 |ay|.
oo 1 n\ p
(g) Z(e— <1+n> > ,pER
71:1
Reseni:
Polozme a,, = (e — (1 + %)n)p ac, =e— (1 + %)n Dale uvazujme posloupnost
Ty = % . Ziejmé x, — 0.
Polozme funkci f(z) =e (1 - e%log(l*’”)*l). Pak plati f(z,) = cy.
Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

2
10g(1+x):$—x—+0(a:2), xr—0

2
1
flog(l—kx):l—g‘FO(x)’ z—0
x
eI =1 = 2 to(a), w0
f(:v):ef-i-O(x)a r—0

2
Nejsilnéjsi ¢len je tedy x.
Pouzijeme tedy LSK s b, = (%)p a budeme vySetfovat absolutni konvergenci.
Pocitame tedy limitu

_ 1ym\P
A [ (R 04

n—oo n n—oo —_
npP
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Prve spoc¢teme limitu
_ 17
e Y

n—o0 l
n

Aplikujeme Heineho, =, = 1, 2, — 0, 2, # 0 pro vSechna n € N. Potiebujeme

n’
tedy spocitat limitu

_ex
lim @ — lim —2 = ¢,
z—0 X z—0 T 2
Dale z VOLSF
@r e
im = —.
z—0 x 2P
Tedy plati i
. |an| el
Iim — = —.
n—oo by, op

Tedy > o7, |a,| konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje > 7 | b,. Navic > >, by,
je konvergentni pravé tehdy, kdyz p > 1. Tedy i > o7 |as| je konvergentni prave
tehdy, kdyz p > 1.

(b) i <ei —1- ;) (arcsini - \/lﬁ>

n=1
ResSeni:
1
5 _ (., 1 -1 1 . 5 _
Polozme a,, = (en —-1- E) (arcsmﬁ — ﬁ) Dale uvazujme posloupnost x, =

ﬁ . Ziejmé x,, — 0.

Polozme funkci f(x) = (e"ﬁ2 — 1 — 2?)(arcsin2? — x). Pak plati f(z,) = ap.
Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

f(z) = <1+x2+9324+0(374)—1—a:2> (w2+26+0(a:6)—a;>

1
= —§x5 +o(z°), x—0.

N

5
Pouzijeme tedy LSK s b, = (ﬁ) = —L1_ a budeme vysetfovat absolutni konver-

n5/2

genci.
Pocitame tedy limitu

. n
im i
1
n—oo by, n—0o0 o5
Prve spoc¢teme limitu
1 1 1
en —1— = arcsmf—ﬁ
lim lim T
n—oo N—o0 n5/2

Aplikujeme Heineho, xz, = ﬁ, Tn = 0, x, # 0 pro vSechna n € N. Potfebujeme
tedy spocitat limitu
f(x) —22% + o(a) 1

lim 22 = lim 2~ =
z—0 X x—0 x
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Odtud i X
(65 -1- %) (arcsin% — ﬁ) 1

lim = ——.

1
n—o00 =75 2

7 véticky o limité a absolutni hodné pak platf i

1
limM:f

Tedy >"77 | |an| konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje > 7 | b,. Protoze Y o> | by
je konvergentni, tak je konvergentni i Y 7 |a,|.

- 1 1
(i) Z sin <> —1In (1 + )

st Vn In

Reseni:

Polozme a,, = sin (ﬁ) —In (1 + %\/ﬁ) Dale uvazujme posloupnost x, = %\/ﬁ .

Ziejmé x, — 0.

Polozme funkci f(x) = sinz® — log(1 + #2). Pak plati f(z,) = an.

Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

f@) = (2 +o(2?)) — (¢? + o(2?))
= 22+ o0(2?), z—0.
Nejsiln&jsi ¢len je tedy 22
Pouzijeme tedy LSK s b, = (

genci.
Pocitame tedy limitu

= - a budeme vySetFovat absolutni konver-

)

n—oo n n—oo %\/ﬁ
Prve spoc¢teme limitu
U 1
. sm( n) In (1 + %)
1
n—oo 37\/5
Aplikujeme Heineho, x,, = %, Ty — 0, z, # 0 pro v8echna n € N. Potfebujeme
tedy spocitat limitu
.2 2
TGO T 0 B
z—=0 X z—0 T
Odtud i
' sin (%) —1In (1 + %)
lim T = —1.
n—oo —_—
n
7 vé&ticky o limité a absolutni hodné pak plati i
T
n—oo b

Tedy "7 | |an| konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje > >° | b,. Protoze Y o> | b,
je divergentni, tak je divergentni i ) 7, |ay,]|.
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n=1
ResSeni:

Polozme a, = ﬁ + ln( 1+ % - ) Dale uvazujme posloupnost x, = ﬁ

S

Ztejmé z,, — 0.
Polozme funkci f(z) = x + log(v1 + 22 — x) Pak plati f(x,) = a,.
Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

2 174

—r+ V142 = —a 414+ 5+ T +ola?), ©—0
22 gt 1 22 ot
r+log(—z+V14+22)=z+ (—z4+ = — = +o(z?) — =(—z + = — — + o(z*))?
2 8 2 2 8
1 2 4 2 4
5ot 5 - o) +ol(—x + 5 - T +o(ah)?)

1
= 6363 +o(z®), = —0.

N

3
Pouzijeme tedy LSK s b, = (ﬁ) = # a budeme vySetfovat absolutni konver-

genci.
Pocitame tedy limitu

1 1 1
‘ﬁ‘i‘lﬂ( 1+5_7n>

[an]

lim = lim T
n—oo n n—oo W
Prve spoc¢teme limitu
1 1 1
) Un +In ( 1+ P 7)
lim T
n—oo

7372

Aplikujeme Heineho, xz, = ﬁ, Tn — 0, x, # 0 pro vSechna n € N. Potfebujeme
tedy spocitat limitu

1,.3 3
L 1
tim 7@ _ g 67 O _ 1
z—0 X z—0 x 6
Odtud i
L+ln<1/1+l—i)
. vn n vn 1
lim T = -
n—oo

7 vé&ticky o limité a absolutni hodné pak platf i

im —— = —.
Tedy Y07 |an| konverguje prave tehdy, kdyz konverguje > > | by,. Protoze > >, b,
je konvergentni, tak je konvergentnii ) o~ |ay|.

2. Dokazte, nebo najdéte protip¥iklad.
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(a)

Pokud > | a, konverguje, potom konverguje i > | (agn—1 + a2n).
Regeni: Necht s, = Y}, a), (Castecny soudet prvni fady) a o, = Y p_,(agk—_1 +
agy) (Castetny soucet druhé fady). Potom plati, Ze o, = so,, a tedy posloupnost
Casteénych soudtt druhé fady tvori podposloupnost ¢asteénych souéti fady prvni.
A protoze libovolna podposloupnost konvergentni posloupnosti konverguje (a to ke
stejné limité), je tvrzeni pravdivé.
Pv’okud YonZ (agn—1 + a2y,) konverguje, potom konverguje i > > | ay.
Reseni: Tvrzeni neni pravdivé. Uvazte posloupnost a,, = (—1)". Potom prvni
fada > a, ma vlastné podobu —1+1—141—1+ 1 a osciluje, kdezto druha
> (agn—1 + agy) ma podobu 0+0+ 0+ 0+ ... a je zjevné konvergentni.
Pokud lim,,_, o a, = 0, potom fada ) a,, konverguje.
ReSeni: Tvrzeni neni pravdivé. Rada Z% neni konvergentni.
Pokud ) a, konverguje, potom ap41 < ay, pro vechna n > 1.
Pokud > a, konverguje, potom existuje ng € N takove, ze ap+1 < a, pro vechna
n > ng.
Reseni: Tvrzeni jsou zjevné nepravdiva, co t¥eba Fady se zapornymi ¢leny > —#.
Ale i pokud pfedpoklddame, Ze a, > 0 pro kazdé pFirozené n, presto najdeme
protipiiklad. UvaZte posloupnost
1 2
a2n = Wﬂ aon+1 = W

Potom je celkem z¥ejmé, 7e agnt1 > ag,. Piitom fada ) a, je konvergentni, nebot
aon < aopt1 < # a fada tedy konverguje podle srovnévaciho kritéria.

3. DokaZte nebo najdéte protipiiklad

(a)

Necht Y7 an a Y oo by jsou absolutné konvergentni. Pak i fada ) -7, anby, je
absolutné konvergentni.
Regeni: Pravda. Jelikoz 22021 b, je konvergentni, tak lim, ., b, = 0. Tedy b, je

omezend - existuje M > 0 tak, ze |b,| < M. Pak

o) 0 )
n=1 n=1 n=1

ktera konverguje.

Necht >~>° | ¢n konverguje. Necht navic |a, —by| < ¢,. Pak fada > 7 | ay, konver-
guje pravé tehdy, kdyz konverguje > o7, by,.

Reseni: Pravda.

Plati

0 <lap —by| < cp.

Ze srovnavaciho kritéria tedy konverguje fada > o2 | |an, +(—=by)], tedy i Y7 | an +
(~ba).

Pak ale bud obé¢ fady > o2 an a > o by konverguji nebo obé diverguji. Kdyby
jedna konvergovala a druhé divergovala, tak by jejich soucet také musel byt diver-
gentni.

Necht >">° | a, konverguje a b, je omezena posloupnost. Pak > 7 anby, konver-
guje.

Regeni: Nepravda. Protipiiklad: a, = #, b, = (—1)™.
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4. Najdéte posloupnost a,, pro niz lim, . a, = 0 a pro kazdé o > 1 je

o0
Z |an|® = oo.
n=1

Resent: an = ﬁ
5. Najdéte posloupnosti a, a b, takové, ze a, > b, a Y - | ay je konvergentni a » 7, by,
je divergentni.
1

Resent: a, =0, b, = —;.

6. Najdéte posloupnosti a,, a by, takové, Ze |a,| > |b,| a Y 7 ay je konvergentni a y 7, by,
je divergentni.

Reseni: a, = (-1 b, =1

7. Najdéte konvergentni fadu 3 7° | a,, a divergentni fadu > % | by tak, Ze lim, 00 32 = 1.

Reseni: Nechf a, = (_\/1%”7 by, = (_\/1%” +1
Pak "7, ay konverguje podle Leibnize, >~ 7, b, diverguje, protoze jde o soucet kon-
vergentni a divergentni fady. Navic

lim an _ lim _vn
n—oo b, n—oo (=17 +

3
S
3

8. Najdéte posloupnosti a,, a by, tak, ze >~ | anby je divergentni, ale pfitom a,, a by, spliuji
vzdy dvé ze t¥i nasledujicich podminek:

(a) an = (=1)",
(b) bn+1 S bn7

(¢) limy, 00 by, = 0.

8§
a) ap, =1, b, = %
b) b, = % pro licha n, a b, = # pro sudé n. Tato fada je divergentni, protoze soucet
konvergentni Y o0 | —1 a divergentni fady > o, # je divergentni

(¢) b,=1
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