
3. cvi£ení � Taylor v °adách
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

P°íklady

1. Vy²et°ete absolutní konvergenci °ad.

(a)
∞∑
n=1

sin
1

n
− arcsin

1

n

�e²ení:

Poloºme an = sin 1
n − arcsin 1

n . Dále uvaºujme posloupnost xn = 1
n . Z°ejm¥

xn → 0.
Poloºme funkci f(x) = sinx− arcsinx. Pak platí f(xn) = an.
Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

sinx = x− x3

6
+ o(x4), x → 0

arcsinx = x+
x3

6
+ o(x4), x → 0

f(x) =

(
x− x3

6
+ o(x4)

)
−
(
x+

x3

6
+ o(x4)

)
= −1

3
x3 + o(x4), x → 0.

Nejsiln¥j²í £len je tedy x3.
Pouºijeme tedy LSK s bn =

(
1
n

)3
= 1

n3 a budeme vy²et°ovat absolutní konvergenci.
Po£ítáme tedy limitu

lim
n→∞

|an|
bn

= lim
n→∞

| sin 1
n − arcsin 1

n |
1
n3

Prve spo£teme limitu

lim
n→∞

sin 1
n − arcsin 1

n
1
n3

Aplikujeme Heineho, xn = 1
n , xn → 0, xn ̸= 0 pro v²echna n ∈ N. Pot°ebujeme

tedy spo£ítat limitu

lim
x→0

f(x)

x3
= lim

x→0

−1
3x

3 + o(x4)

x3
= −1

3
.

Odtud i

lim
n→∞

sin 1
n − arcsin 1

n
1
n3

= −1

3
.

Z v¥ti£ky o limit¥ a absolutní hodn¥ pak platí i

lim
n→∞

|an|
bn

=
1

3
.

Tedy
∑∞

n=1 |an| konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje
∑∞

n=1 bn. Protoºe
∑∞

n=1 bn
je konvergentní, tak je konvergentní i

∑∞
n=1 |an|.
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(b)
∞∑
n=1

2

[
tg

(
1

n1/5

)
− sin

(
1

n1/5

)]
− 1

n3/5

�e²ení:

Poloºme an = 2
[
tg
(

1
n1/5

)
− sin

(
1

n1/5

)]
− 1

n3/5 . Dále uvaºujme posloupnost xn =
1

n1/5 . Z°ejm¥ xn → 0.
Poloºme funkci f(x) = 2(tanx− sinx)− x3. Pak platí f(xn) = an.
Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

tanx = x+
x3

3
+

2

15
x5 + o(x5), x → 0

sinx = x− x3

6
+

x5

120
+ o(x5), x → 0

f(x) = 2

(
x+

x3

3
+

2

15
x5 + o(x5)−

(
x− x3

6
+

x5

120
+ o(x5)

))
− x3

=
1

4
x5 + o(x6), x → 0.

Nejsiln¥j²í £len je tedy x5.

Pouºijeme tedy LSK s bn =
(

1
5√n

)5
= 1

n a budeme vy²et°ovat absolutní konvergenci.
Po£ítáme tedy limitu

lim
n→∞

|an|
bn

= lim
n→∞

∣∣∣2 [tg ( 1
n1/5

)
− sin

(
1

n1/5

)]
− 1

n3/5

∣∣∣
1
n

Prve spo£teme limitu

lim
n→∞

2
[
tg
(

1
n1/5

)
− sin

(
1

n1/5

)]
− 1

n3/5

1
n

Aplikujeme Heineho, xn = 1
n1/5 , xn → 0, xn ̸= 0 pro v²echna n ∈ N. Pot°ebujeme

tedy spo£ítat limitu

lim
x→0

f(x)

x5
= lim

x→0

1
4x

5 + o(x5)

x5
=

1

4
.

Odtud i

lim
n→∞

2
[
tg
(

1
n1/5

)
− sin

(
1

n1/5

)]
− 1

n3/5

1
n

=
1

4
.

Z v¥ti£ky o limit¥ a absolutní hodn¥ pak platí i

lim
n→∞

|an|
bn

=
1

4
.

Tedy
∑∞

n=1 |an| konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje
∑∞

n=1 bn. Protoºe
∑∞

n=1 bn
je divergentní, tak je divergentní i

∑∞
n=1 |an|.
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(c)
∞∑
n=1

sin

(
1

n
− arcsin

1

n

)
�e²ení:

Poloºme an = sin
(
1
n − arcsin 1

n

)
. Dále uvaºujme posloupnost xn = 1

n . Z°ejm¥
xn → 0.
Poloºme funkci f(x) = sin(x− arcsinx). Pak platí f(xn) = an.
Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

sinx = x− x3

6
+ o(x4), x → 0

arcsinx = x+
x3

6
+ o(x4), x → 0

x− arcsinx = −x3

6
+ o(x4), x → 0

f(x) = −1

6
x3 + o(x4), x → 0.

Nejsiln¥j²í £len je tedy x3.
Pouºijeme tedy LSK s bn =

(
1
n

)3
= 1

n3 a budeme vy²et°ovat absolutní konvergenci.
Po£ítáme tedy limitu

lim
n→∞

|an|
bn

= lim
n→∞

∣∣sin ( 1n − arcsin 1
n

)∣∣
1
n3

Prve spo£teme limitu

lim
n→∞

sin( 1n − arcsin 1
n)

1
n3

Aplikujeme Heineho, xn = 1
n , xn → 0, xn ̸= 0 pro v²echna n ∈ N. Pot°ebujeme

tedy spo£ítat limitu

lim
x→0

f(x)

x3
= lim

x→0

−1
6x

3 + o(x4)

x3
= −1

6
.

Odtud i

lim
n→∞

sin( 1n − arcsin 1
n)

1
n3

= −1

6
.

Z v¥ti£ky o limit¥ a absolutní hodn¥ pak platí i

lim
n→∞

|an|
bn

=
1

6
.

Tedy
∑∞

n=1 |an| konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje
∑∞

n=1 bn. Protoºe
∑∞

n=1 bn
je konvergentní, tak je konvergentní i

∑∞
n=1 |an|.

(d)
∞∑
n=1

ln
1

nβ
− ln

(
sin

1

nβ

)
, β > 0

�e²ení:

Poloºme an = ln 1
nβ − ln

(
sin 1

nβ

)
. Dále uvaºujme posloupnost xn = 1

nβ . . Z°ejm¥
xn → 0.
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Poloºme funkci f(x) = lnx− ln(sinx) = ln x
sinx = − ln sinx

x . Pak platí f(xn) = an.
Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

sinx = x− x3

6
+ o(x4), x → 0

1

x
sinx = 1− x2

6
+ o(x3), x → 0

f(x) =
1

6
x2 + o(x2), x → 0.

Nejsiln¥j²í £len je tedy x2.
Pouºijeme tedy LSK s bn =

(
1
nβ

)2
= 1

n2β a budeme vy²et°ovat absolutní konver-
genci.
Po£ítáme tedy limitu

lim
n→∞

|an|
bn

= lim
n→∞

∣∣ln 1
nβ − ln

(
sin 1

nβ

)∣∣
1

n2β

Prve spo£teme limitu

lim
n→∞

ln 1
nβ − ln

(
sin 1

nβ

)
1

n2β

Aplikujeme Heineho, xn = 1
nβ , xn → 0, xn ̸= 0 pro v²echna n ∈ N. Pot°ebujeme

tedy spo£ítat limitu

lim
x→0

f(x)

x2
= lim

x→0

1
6x

2 + o(x2)

x2
=

1

6
.

Odtud i

lim
n→∞

ln 1
nβ − ln

(
sin 1

nβ

)
1

n2β

=
1

6
.

Z v¥ti£ky o limit¥ a absolutní hodn¥ pak platí i

lim
n→∞

|an|
bn

=
1

6
.

Tedy
∑∞

n=1 |an| konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje
∑∞

n=1 bn. Protoºe
∑∞

n=1 bn
je konvergentní práv¥ tehdy, kdyº β > 1

2 , tak i
∑∞

n=1 |an| je konvergentní práv¥
tehdy, kdyº β > 1

2 .

(e)
∞∑
n=1

(
sin

1

n
− 1

n

)
1

nα
, α ∈ R

�e²ení:

Poloºme an =
(
sin 1

n − 1
n

)
1
nα , dále poloºme cn =

(
sin 1

n − 1
n

)
. Dále uvaºujme

posloupnost xn = 1
n . Z°ejm¥ xn → 0.

Poloºme funkci f(x) = sinx− x. Pak platí f(xn) = cn.
Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

sinx = x− x3

6
+ o(x4), x → 0

f(x) =

(
x− x3

6
+ o(x4)

)
− x

= −1

6
x3 + o(x4), x → 0.
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Nejsiln¥j²í £len je tedy x3.
Pouºijeme tedy LSK s bn =

(
1
n

)3 · 1
nα = 1

n3+α a budeme vy²et°ovat absolutní
konvergenci.
Po£ítáme tedy limitu

lim
n→∞

|an|
bn

= lim
n→∞

∣∣(sin 1
n − 1

n

)
1
nα

∣∣
1

n3+α

= lim
n→∞

∣∣(sin 1
n − 1

n

)∣∣
1
n3

Prve spo£teme limitu

lim
n→∞

sin 1
n − 1

n
1
n3

Aplikujeme Heineho, xn = 1
n , xn → 0, xn ̸= 0 pro v²echna n ∈ N. Pot°ebujeme

tedy spo£ítat limitu

lim
x→0

f(x)

x3
= lim

x→0

−1
3x

3 + o(x4)

x3
= −1

3
.

Odtud i

lim
n→∞

sin 1
n − arcsin 1

n
1
n3

= −1

6
.

Z v¥ti£ky o limit¥ a absolutní hodn¥ pak platí i

lim
n→∞

|an|
bn

=
1

6
.

Tedy
∑∞

n=1 |an| konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje
∑∞

n=1 bn. Protoºe
∑∞

n=1 bn
je konvergentní práv¥ tehdy, kdyº α > −2, tak je konvergentní i

∑∞
n=1 |an| práv¥

pro α > −2.

(f)
∞∑
n=1

√
n+ 2− 2

√
n+ 1 +

√
n

�e²ení: Poloºme an =
√
n+ 2− 2

√
n+ 1+

√
n =

√
n
(√

1 + 2
n − 2

√
1 + 1

n + 1
)
.

Dále poloºme cn

√
1 + 2

n − 2
√

1 + 1
n + 1. Uvaºujme posloupnost xn = 1

n . Z°ejm¥
xn → 0.
Poloºme funkci f(x) =

√
1 + 2x− 2

√
1 + x+ 1. Pak platí f(xn) = cn.

Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

√
1 + 2x = 1 +

1

2
(2x)− 1

8
(2x)2 + o(x2), x → 0

√
1 + x = 1 +

x

2
− 1

8
x2 + o(x2), x → 0

f(x) = −1

4
x2 + o(x2), x → 0.

Nejsiln¥j²í £len je tedy x2.
Pouºijeme tedy LSK s bn =

√
n
(
1
n

)2
= 1

n3/2 a budeme vy²et°ovat absolutní kon-
vergenci.
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Po£ítáme tedy limitu

lim
n→∞

|an|
bn

= lim
n→∞

∣∣∣√n
(√

1 + 2
n − 2

√
1 + 1

n + 1
)∣∣∣

1
n3/2

= lim
n→∞

∣∣∣(√1 + 2
n − 2

√
1 + 1

n + 1
)∣∣∣

1
n2

Prve spo£teme limitu

lim
n→∞

(√
1 + 2

n − 2
√

1 + 1
n + 1

)
1
n2

Aplikujeme Heineho, xn = 1
n , xn → 0, xn ̸= 0 pro v²echna n ∈ N. Pot°ebujeme

tedy spo£ítat limitu

lim
x→0

f(x)

x2
= lim

x→0

−1
4x

2 + o(x2)

x2
= −1

4
.

Odtud i

lim
n→∞

(√
1 + 2

n − 2
√

1 + 1
n + 1

)
1
n2

= −1

4
.

Z v¥ti£ky o limit¥ a absolutní hodn¥ pak platí i

lim
n→∞

|an|
bn

=
1

4
.

Tedy
∑∞

n=1 |an| konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje
∑∞

n=1 bn. Protoºe
∑∞

n=1 bn
je konvergentní, tak je konvergentní i

∑∞
n=1 |an|.

(g)
∞∑
n=1

(
e−

(
1 +

1

n

)n)p

, p ∈ R

�e²ení:

Poloºme an =
(
e−

(
1 + 1

n

)n)p a cn = e −
(
1 + 1

n

)n. Dále uvaºujme posloupnost
xn = 1

n . Z°ejm¥ xn → 0.

Poloºme funkci f(x) = e
(
1− e

1
x
log(1+x)−1

)
. Pak platí f(xn) = cn.

Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

log(1 + x) = x− x2

2
+ o(x2), x → 0

1

x
log(1 + x) = 1− x

2
+ o(x), x → 0

e
1
x
log(1+x)−1 = 1− x

2
+ o(x), x → 0

f(x) = e
x

2
+ o(x), x → 0

Nejsiln¥j²í £len je tedy x.
Pouºijeme tedy LSK s bn =

(
1
n

)p a budeme vy²et°ovat absolutní konvergenci.
Po£ítáme tedy limitu

lim
n→∞

|an|
bn

= lim
n→∞

∣∣(e− (1 + 1
n

)n)p∣∣
1
np
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Prve spo£teme limitu

lim
n→∞

(
e−

(
1 + 1

n

)n)
1
n

Aplikujeme Heineho, xn = 1
n , xn → 0, xn ̸= 0 pro v²echna n ∈ N. Pot°ebujeme

tedy spo£ítat limitu

lim
x→0

f(x)

x
= lim

x→0

− ex
2

x
= −e

2
.

Dále z VOLSF

lim
x→0

|f(x)|p

x
=

ep

2p
.

Tedy platí i

lim
n→∞

|an|
bn

=
ep

2p
.

Tedy
∑∞

n=1 |an| konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje
∑∞

n=1 bn. Navíc
∑∞

n=1 bn
je konvergentní práv¥ tehdy, kdyº p > 1. Tedy i

∑∞
n=1 |an| je konvergentní práv¥

tehdy, kdyº p > 1.

(h)
∞∑
n=1

(
e

1
n − 1− 1

n

)(
arcsin

1

n
− 1√

n

)
�e²ení:

Poloºme an =
(
e

1
n − 1− 1

n

)(
arcsin 1

n − 1√
n

)
. Dále uvaºujme posloupnost xn =

1√
n
. Z°ejm¥ xn → 0.

Poloºme funkci f(x) = (ex
2 − 1− x2)(arcsinx2 − x). Pak platí f(xn) = an.

Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

f(x) =

(
1 + x2 +

x4

2
+ o(x4)− 1− x2

)(
x2 +

x6

6
+ o(x6)− x

)
= −1

2
x5 + o(x5), x → 0.

Nejsiln¥j²í £len je tedy x5.

Pouºijeme tedy LSK s bn =
(

1√
n

)5
= 1

n5/2 a budeme vy²et°ovat absolutní konver-
genci.
Po£ítáme tedy limitu

lim
n→∞

|an|
bn

= lim
n→∞

∣∣∣(e 1
n − 1− 1

n

)(
arcsin 1

n − 1√
n

)∣∣∣
1
n5

Prve spo£teme limitu

lim
n→∞

lim
n→∞

(
e

1
n − 1− 1

n

)(
arcsin 1

n − 1√
n

)
1

n5/2

Aplikujeme Heineho, xn = 1√
n
, xn → 0, xn ̸= 0 pro v²echna n ∈ N. Pot°ebujeme

tedy spo£ítat limitu

lim
x→0

f(x)

x5
= lim

x→0

−1
2x

5 + o(x5)

x5
= −1

2
.
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Odtud i

lim
n→∞

(
e

1
n − 1− 1

n

)(
arcsin 1

n − 1√
n

)
1

n5/2

= −1

2
.

Z v¥ti£ky o limit¥ a absolutní hodn¥ pak platí i

lim
n→∞

|an|
bn

=
1

2
.

Tedy
∑∞

n=1 |an| konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje
∑∞

n=1 bn. Protoºe
∑∞

n=1 bn
je konvergentní, tak je konvergentní i

∑∞
n=1 |an|.

(i)
∞∑
n=1

sin

(
1√
n

)
− ln

(
1 +

1
3
√
n

)
�e²ení:

Poloºme an = sin
(

1√
n

)
− ln

(
1 + 1

3√n

)
Dále uvaºujme posloupnost xn = 1

6√n
.

Z°ejm¥ xn → 0.
Poloºme funkci f(x) = sinx3 − log(1 + x2). Pak platí f(xn) = an.
Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

f(x) =
(
x3 + o(x3))− (x2 + o(x2)

)
= −x2 + o(x2), x → 0.

Nejsiln¥j²í £len je tedy x2.

Pouºijeme tedy LSK s bn =
(

1
6√n

)2
= 1

3√n
a budeme vy²et°ovat absolutní konver-

genci.
Po£ítáme tedy limitu

lim
n→∞

|an|
bn

= lim
n→∞

∣∣∣sin( 1√
n

)
− ln

(
1 + 1

3√n

)∣∣∣
1
3√n

Prve spo£teme limitu

lim
n→∞

sin
(

1√
n

)
− ln

(
1 + 1

3√n

)
1
3√n

Aplikujeme Heineho, xn = 1
6√n

, xn → 0, xn ̸= 0 pro v²echna n ∈ N. Pot°ebujeme
tedy spo£ítat limitu

lim
x→0

f(x)

x2
= lim

x→0

−x2 + o(x2)

x2
= −1.

Odtud i

lim
n→∞

sin
(

1√
n

)
− ln

(
1 + 1

3√n

)
1
3√n

= −1.

Z v¥ti£ky o limit¥ a absolutní hodn¥ pak platí i

lim
n→∞

|an|
bn

= 1.

Tedy
∑∞

n=1 |an| konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje
∑∞

n=1 bn. Protoºe
∑∞

n=1 bn
je divergentní, tak je divergentní i

∑∞
n=1 |an|.
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(j)
∞∑
n=1

1√
n
+ ln

(√
1 +

1

n
− 1√

n

)
�e²ení:

Poloºme an = 1√
n
+ ln

(√
1 + 1

n − 1√
n

)
. Dále uvaºujme posloupnost xn = 1√

n
.

Z°ejm¥ xn → 0.
Poloºme funkci f(x) = x+ log(

√
1 + x2 − x) Pak platí f(xn) = an.

Rozvineme f(x) do Taylora v 0:

−x+
√

1 + x2 = −x+ 1 +
x2

2
+

x4

8
+ o(x4), x → 0

x+ log(−x+
√

1 + x2) = x+ (−x+
x2

2
− x4

8
+ o(x4))− 1

2
(−x+

x2

2
− x4

8
+ o(x4))2

+
1

3
(−x+

x2

2
− x4

8
+ o(x4)) + o((−x+

x2

2
− x4

8
+ o(x4))3)

=
1

6
x3 + o(x3), x → 0.

Nejsiln¥j²í £len je tedy x3.

Pouºijeme tedy LSK s bn =
(

1√
n

)3
= 1

n3/2 a budeme vy²et°ovat absolutní konver-
genci.
Po£ítáme tedy limitu

lim
n→∞

|an|
bn

= lim
n→∞

∣∣∣ 1√
n
+ ln

(√
1 + 1

n − 1√
n

)∣∣∣
1

n3/2

Prve spo£teme limitu

lim
n→∞

1√
n
+ ln

(√
1 + 1

n − 1√
n

)
1

n3/2

Aplikujeme Heineho, xn = 1√
n
, xn → 0, xn ̸= 0 pro v²echna n ∈ N. Pot°ebujeme

tedy spo£ítat limitu

lim
x→0

f(x)

x3
= lim

x→0

1
6x

3 + o(x3)

x3
=

1

6
.

Odtud i

lim
n→∞

1√
n
+ ln

(√
1 + 1

n − 1√
n

)
1

n3/2

=
1

6
.

Z v¥ti£ky o limit¥ a absolutní hodn¥ pak platí i

lim
n→∞

|an|
bn

=
1

6
.

Tedy
∑∞

n=1 |an| konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje
∑∞

n=1 bn. Protoºe
∑∞

n=1 bn
je konvergentní, tak je konvergentní i

∑∞
n=1 |an|.

2. Dokaºte, nebo najd¥te protip°íklad.
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(a) Pokud
∑∞

n=1 an konverguje, potom konverguje i
∑∞

n=1(a2n−1 + a2n).
�e²ení: Nech´ sn =

∑n
k=1 ak (£áste£ný sou£et první °ady) a σn =

∑n
k=1(a2k−1 +

a2k) (£áste£ný sou£et druhé °ady). Potom platí, ºe σn = s2n, a tedy posloupnost
£áste£ných sou£t· druhé °ady tvo°í podposloupnost £áste£ných sou£t· °ady první.
A protoºe libovolná podposloupnost konvergentní posloupnosti konverguje (a to ke
stejné limit¥), je tvrzení pravdivé.

(b) Pokud
∑∞

n=1(a2n−1 + a2n) konverguje, potom konverguje i
∑∞

n=1 an.
�e²ení: Tvrzení není pravdivé. Uvaºte posloupnost an = (−1)n. Potom první
°ada

∑
an má vlastn¥ podobu −1 + 1 − 1 + 1 − 1 + 1 a osciluje, kdeºto druhá∑

(a2n−1 + a2n) má podobu 0 + 0 + 0 + 0 + . . . a je zjevn¥ konvergentní.
(c) Pokud limn→∞ an = 0, potom °ada

∑
an konverguje.

�e²ení: Tvrzení není pravdivé. �ada
∑ 1

n není konvergentní.
(d) Pokud

∑
an konverguje, potom an+1 ≤ an pro v²echna n ≥ 1.

(e) Pokud
∑

an konverguje, potom existuje n0 ∈ N takové, ºe an+1 ≤ an pro v²echna
n ≥ n0.
�e²ení: Tvrzení jsou zjevn¥ nepravdivá, co t°eba °ady se zápornými £leny

∑
− 1

n2 .
Ale i pokud p°edpokládáme, ºe an ≥ 0 pro kaºdé p°irozené n, p°esto najdeme
protip°íklad. Uvaºte posloupnost

a2n =
1

(2n)2
, a2n+1 =

2

(2n)2
.

Potom je celkem z°ejmé, ºe a2n+1 ≥ a2n. P°itom °ada
∑

an je konvergentní, nebo´
a2n ≤ a2n+1 ≤ 1

n2 a °ada tedy konverguje podle srovnávacího kritéria.

3. Dokaºte nebo najd¥te protip°íklad

(a) Nech´
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn jsou absolutn¥ konvergentní. Pak i °ada
∑∞

n=1 anbn je
absolutn¥ konvergentní.
�e²ení: Pravda. Jelikoº

∑∞
n=1 bn je konvergentní, tak limn→∞ bn = 0. Tedy bn je

omezená - existuje M > 0 tak, ºe |bn| ≤ M . Pak
∞∑
n=1

|anbn| =
∞∑
n=1

|an| · |bn| ≤
∞∑
n=1

M |an|,

která konverguje.
(b) Nech´

∑∞
n=1 cn konverguje. Nech´ navíc |an− bn| ≤ cn. Pak °ada

∑∞
n=1 an konver-

guje práv¥ tehdy, kdyº konverguje
∑∞

n=1 bn.
�e²ení: Pravda.
Platí

0 ≤ |an − bn| ≤ cn.

Ze srovnávacího kritéria tedy konverguje °ada
∑∞

n=1 |an+(−bn)|, tedy i
∑∞

n=1 an+
(−bn).
Pak ale bu¤ ob¥ °ady

∑∞
n=1 an a

∑∞
n=1 bn konvergují nebo ob¥ divergují. Kdyby

jedna konvergovala a druhá divergovala, tak by jejich sou£et také musel být diver-
gentní.

(c) Nech´
∑∞

n=1 an konverguje a bn je omezená posloupnost. Pak
∑∞

n=1 anbn konver-
guje.
�e²ení: Nepravda. Protip°íklad: an = (−1)n

n , bn = (−1)n.
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4. Najd¥te posloupnost an, pro niº limn→∞ an = 0 a pro kaºdé α ≥ 1 je

∞∑
n=1

|an|α = ∞.

�e²ení: an = 1
lnn

5. Najd¥te posloupnosti an a bn takové, ºe an ≥ bn a
∑∞

n=1 an je konvergentní a
∑∞

n=1 bn
je divergentní.
�e²ení: an = 0, bn = − 1

n .

6. Najd¥te posloupnosti an a bn takové, ºe |an| ≥ |bn| a
∑∞

n=1 an je konvergentní a
∑∞

n=1 bn
je divergentní.
�e²ení: an = (−1)n 1

n , bn = 1
n .

7. Najd¥te konvergentní °adu
∑∞

n=1 an a divergentní °adu
∑∞

n=1 bn tak, ºe limn→∞
an
bn

= 1.

�e²ení: Nech´ an = (−1)n√
n

, bn = (−1)n√
n

+ 1
n .

Pak
∑∞

n=1 an konverguje podle Leibnize,
∑∞

n=1 bn diverguje, protoºe jde o sou£et kon-
vergentní a divergentní °ady. Navíc

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

(−1)n√
n

(−1)n√
n

+ 1
n

= lim
n→∞

1

1 + (−1)n√
n

= 1.

8. Najd¥te posloupnosti an a bn tak, ºe
∑∞

n=1 anbn je divergentní, ale p°itom an a bn spl¬ují
vºdy dv¥ ze t°í následujících podmínek:

(a) an = (−1)n,
(b) bn+1 ≤ bn,
(c) limn→∞ bn = 0.

�e²ení:

(a) an = 1, bn = 1
n

(b) bn = 1
n pro lichá n, a bn = 1

n2 pro sudá n. Tato °ada je divergentní, protoºe sou£et
konvergentní

∑∞
n=1−

1
n a divergentní °ady

∑∞
n=1

1
n2 je divergentní

(c) bn = 1
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