1. cviceni — f{ady - NP, Cauchy, d’Alembert

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady
1. (a)
on
n=1
Regeni: Uzijeme podilové kritérium.
. (n41)22n . o In?2+2n+1 1
lim ————=lim -————— = —.
n—oo 2-27 n2 n—oo 2 n? 2
1/2 < 1, tedy fada konverguje.
(b)
o 6n
Z 22n + 32n
n=1

Reseni: Pouzijeme odmocninové kritérium

6™ 6 6 6 2
li (| =—— =1i ——— < ——=—=-<1,
e {f g g P g < I =g g
tedy fada konverguje.

(Pozn.: lze pouzit i verzi s limitou misto limsup. Pak by bylo potfeba hledat dva
policajty misto jednoho.)

o0 (TL'>2
E 2
n=1 2"

ResSeni: Pouzijeme podilové kritérium.

(1227 (n+1)2
Al TSI (I T e g2l O
Rada konverguje.
(d)

§3<2+(—U”>”

n=1 7
PouZijeme odmocninové kritérium. Je

2 —1)m\" 2 -n" 3 3

lim sup /a,, = limsup { <+()) = limsupL <limsup- = - <1,

fada tedy konverguje. Limes superior je nutno pouZit, protoze limita by neexisto-
vala, zato limes superior existovat musi.
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o 7

n

n=1

ReSeni: PouZijeme podilové kritérium. Méme

1)7 n
i T i n7T o3 (3)"+1
nl—{go n’ - n1—>120 n’ ' 3n+l 2\t
g (5)" +1
N1 H"+1 1
e " (5)" +1

Rada konverguje.

(£) N
()

Resent: (27?) = (3;:3!! Podilové kritérium.

(2n + 2)Inin!5"™ . (2n+2)(2n+1)

1
I = =
nooo (n+ Di(n+ DI2n)157 — nhoe (n+ D)(n+1) 5

1
=4 - <1
5)

Tedy fada konverguje.

()
i 14 cosn\"
2+ cosn

n=1

Reseni: Odmocninové kritérium, verze (a). Méame

14 cosn < g
2+cosn — 3
OvéFeni nerovnosti:
1+ cosn < g
2+cosn — 3

3+3cosn <4+ 2cosn
cosn < 1.

Nasli jsme tedy ¢ < 1, které omezuje posloupnost a, Vn, tedy fada konverguje.

(b) e
> (55)

n=2

ResSeni:
Pouzijeme odmocninové kritérium

n—1 n(n—1) n—1 n—1 _9 n+1-2 1
lim { = lim = lim (1+4+ —— == <1,
n—00 n+1 n—oo \ n 4+ 1 n—00 n-+1 e2

tedy fada konverguje.
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)

“+1
n—1

3

>

n=1

[\

Regeni: VySetifme pomoci podilového kritéria:

. An+1 .
lim = lim = lim

n—oo ap om0 n2+41 21 nSee p241  2—1/27

tedy fada konverguje.

> 1
2 eIy

Resent:

Rada diverguje, nebot nespliiuje nutnou podminku konvergence:

1 1
lim ap, = lim ——— =~ #0.

S (n—1)n(n+1)
> ()

n=2

ReSeni: Pouzijeme odmocninové kritérium

A/n2-1 (n=1)n(n+1) 1
lim < 5 > = lim (1 +—
n— o0 n n—00 n

VOAL . -1\" . 1\t 1
= lim (1+ — - lim [ 1+ — = .
n—00 n n—00 n (&

tedy fada konverguje.

ResSeni:

n+1)24+1 27 -1 . n?42n+2 1—1/2"_1<1

2

Otestujeme nejprve nutnou podminku konvergence. PouZijeme vétu a pfevedemne

n-tou odmocninu na podil

+1)!
.l % : (n+1)n"
lim — = lim ——F— = lim

tedy fada diverguje.

2. Vysetiete konvergenci nasledujicich fad, x € R:

[eS)
E ?’L41’k
n=1

:77&07
€
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Resent:
Pro |z| < 1 konverguje absolutné podle podilového kritéria, nebot

(D)t et (n - 1)?
T Al ek wa FI=l<L
Pokud |z| > 1, fada diverguje, nebot limn*|z|® = 400, a proto neni mozné, aby

limnz™ = 0. (Pozor p¥i pocitani limity pro x < 0, vyjde, ze neexistuje.)
Tedy neni splnéna nutn& podminka konvergence.
Zkouskové priklady

3. Vysetiete konvergenci nésledujicich fad:

(a) Y (1"

n=0
ReSeni: Vysetiime absolutni konvergenci podilovym kritériem:

n+1)100 100
i 191l g o T (CREE R

Rada tedy konverguje absolutné a tedy konverguje.
o0 (n2)
n

®) 2 Gy

n=0
Reseni: Vysetfime fadu za pomoci Cauchyho kritéria:

1< 1.

o n) . n" ( n )n 1 wvoarl
(

lim {{ —————— = lim ——— = lim i
n—00 (n + 1)” +1 n—00 (n + 1)n+5 n—oo \n+1 n+ 1)5 €

Tedy fada konverguje.
Zdtvodnéni limit:

lim< i > zlim#:lim;zl.

n—oo \ n + 1

Pro druhou limitu

najdeme dva strazniky
L n<Vn+1<¥Von=Y2{n—1-1.

2 In(22" +1)
— In(24" + 1)

Reseni: VygSetiime fadu za pomoci podflového kritéria:

ln(22n+1+1) n n
Canp o wmE g o P41 e +1)
lim = lim — o — lim = . -
n=oo an  neo WEAD . nseo In(22"+1) (21 4 1)
In(24" +1)
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Vytkneme nejrychlejsi ¢len a pouzijeme vzorce pro logaritmus:

— 1 In (22n+1 (1 + 2n+1 )) n (2" (1+ 2‘%))
= m —- (22" (14 5m)) . In (24n+1 (1 - 24"%))

2m4m2+m(y+§%a 4"In2+1n (14 )

lim T .
n—00 2"ln2+ln(1—|—gﬁ) 4"+11n2+ln<1+#)

24n+1

2m2+mﬁgﬁm>. m2+LQiﬂﬁ

In2+ L(HQW) 41n2 + 7<1+ 4n+1)

VOAL 2In2+0 ln2+0 1 <1
~ In240 4In240 2 ’

tedy fada konverguje.

oo 2n
(d) 22n+1z”, z e R
n=1

Regeni: Pro z = 0 jsou vSechny cleny fady nulové, tedy fada konverguje.
Pro z # 0 vySetfime absolutni konvergenci podilovym kritériem:

on+l n+1

SnFI ] 2-(2"+1
lim [t 11] = lim 72 H—H‘ i = lim ‘;47( + )— A:L\ |
n—oo ‘an’ n—00 2n+1’ ‘n n—00 ont+l 4 L

Zatim méame, Ze fada konverguje pro |z| < 1.
Jestlize |z| > 1, tak
lim [t
n—oo |ap|

>1

a tedy nenf splnéna nutna podminka konvergence pro fadu Y -7, |an|.

(Tato dvaha se objevuje v dikazu d’Alembertova kritéria https://www2.karlin.
mff.cuni.cz/"pick/analyza.pdf).

Pak ale nenf splnéna nutna podminka ani pro fadu > ; a, a tedy fada diverguje.
Vypocet nutné podminky lze udélat i pfimo. Pro z > 1 mame

n

n __ 3 n:
J o = i g = i e o

Pro z < —1 je pro n = 2k

2k
dim o = lim oo 72 = Jim y () = o
a pro licha n =2k +1
T 2 k1 _ 1 20k _
im agpi1 = hm s kl_)rrgow 2(z°)" = —0

Tedy nenf splnéna NP.

Matematické analyza 2, 2024/25, Kristyna Kuncova )


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyza.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyza.pdf

Zbyva vygetfit body z =1, z = —1. Pro 2 =1 mame

o0

27’l

n )
— 2n +1
ktera ale nesplhuje nutnou podminku konvergence.

Pro z = —1 méame
o

2™ n

n=1

ktera téz nespliiuje nutnou podminku konvergence.
Zavér: Rada konverguje pravé tehdy, kdyz z € (—1,1).
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