25. cviceni — Globalni extrémy 2
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1. Najdéte extrémy funkci na mnoziné

(a) f(z,y) =23 — 22%y + 3y na M = [—1;1]?
Reseni: Piiklad mame z https://matematika.cuni.cz/dl/ikalkulus/KAP17.
pdf
e Mnozina M je ¢tverec s vrcholy (—1,—1), (1,—1), (1,1) a (—1,1).
Funkce f(z,y) je spojitd funkce (polynom). Mnozina M (v R2) je uzaviena
(soucin dvou uzavienych intervali) a omezené, tedy je kompaktni.
Tedy f na M nabyva extrémad.
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e Nejprve budeme vySetfovat extrémy na mnoziné (—1,1) x (—1,1). Parcialni

derivace: 5
% =327 — dxy,
8—f = 227 + 9y°.
dy

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde bod (0,0). Mame
tedy prvni podezrely bod.

e Nyni vySetfime hranici. Tu lze popsat 4 tiseckami. Jejich parametrizaci dosadime
do f.
i.y=-1,z€(-1,1). Mame

g(x) = flz,—1) = 2% + 22% — 3.
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:

d () = 32 + 4z = 23z + 4)
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Nulové derivace jsou pro ¢ = 0 a x = —
Dostavame tedy podeziely bod (0, —1).
ii. y=1,2 € (—1,1). Mame

[SSIPEN

Druhy bod nelezi v M.

g(z) = fz,1) = 2% — 222 + 3.
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
d () = 32% — 4z = (32 — 4)
Nulové derivace jsouprox =0ax = %. Druhy bod nelezi v M. Dostavame
tedy podezrely bod (0, 1).
ili. x = -1,y € (—1,1). Mame
9(y) = f(~Ly) =3y’ — 2y — 1.
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
J'(y) =9y" -2
Nulové derivace jsou pro y = i%\@ Dostavame tedy podezielé body
(-1,3Vv2). a (-1,—3V2).
iv. =1,y € (—1,1). Mame
9(y) = f(Ly) =3y’ =2y + L
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
Jg'(y) =9y" -2

Nulové derivace jsou pro y = j:%ﬁ Dostavame tedy podezielé body

(1,3v2). a (1,-1V2).

e Pridame vrcholy ¢tverce. Tedy podezfelé body: (—1,-1), (1,—1), (1,1) a
(_17 1)
e Porovname hodnoty ve vSech podezielych bodech:
f(0,0) =0,
f(_17 1) =Y
f(lv 1) =2,
f(1> _1) =0,
f(=1,-1)=-2,
f(0,1) =3,
f(07 _1) = _35
1 4
f(=1,3V2) = -1-5v2
1 4
f(=1,-3v2) = §\/§— 1
1 4
f(17§\/§) :1_6\/5
1 4
fL,=3V2) =1+ 5V2
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e Zavér: globalni maximum je v bodé (0,1), f(0,1) = 3 a minimum v (0,—1),
f(0,-1) = -3.
(b) flz,y) =2® =3y* +ayna M = {[z,y] € R?*: 2| < 1,[y| < 1}
Reseni: Piiklad mame z Petr Holicky, Ondiej F.K. Kalenda : Metody fesent
vybranych dloh z matematické analyzy pro 2. - 4. semestr
e Mnozina M je ¢tverec s vrcholy (—1,—1), (1,-1), (1,1) a (—1,1).
Funkce f(z,y) je spojitd funkce (polynom). Mnozina M (v R?) je uzaviena
(sou¢in dvou uzavienych intervali) a omezené, tedy je kompaktni.
Tedy f na M nabyva extrému.
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e Nejprve budeme vySetfovat extrémy na mnoziné (—1,1) x (—1,1). Parcialni
derivace:

af
af

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde bod (0,0). Mame
tedy prvni podeziely bod.
e Nyni vySetiime hranici. Tu lze popsat 4 tiseCkami. Jejich parametrizaci dosadime
do f.
i, y=-1,z¢€(-1,1). Mame

g(z) = f(z,~1) =2 —x — 3
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g(x)=2x-1

Nulové derivace jsou pro x = 0 a x = % Dostavame tedy podeziely bod
(%7 _1)'
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ii. y=1, 2 € (—1,1). Mame
g(x) = f(z,1) =2® + 2 — 3.
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g(x)=2r+1

Nulové derivace jsou pro x = —%. Dostéavame tedy podeziely bod (—%, 1).
ili. x = -1,y € (—1,1). Mame

9(y) = f(=1y) =1 -y -3y
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g'(y) =—-1-6y
1

Nulové derivace jsou proy = — %. Dostéavame tedy podezrelé body (—1, —5).
iv. =1,y € (-1,1). Mame

g(y)=f(ly)=1+y—3y°

Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g'(y) =1-6y

Nulové derivace jsou pro y = %. Dostavame tedy podezielé body (1, %)
1

e Pridame vrcholy ¢tverce. Tedy podezielé body: (—1,-1), (1,—1), (1,1) a
(—1,1).
e Porovname hodnoty ve v8ech podezielych bodech:
f(07 O) =0,

f(_17 1) = -3,
f(17 1) =-1,
f(lv _1) = -3,
f(_]-a _1) - 17

1 13

) =_2

-1 =-7,

1 13

)= 2

-3 =—7,
1 13
1)y =22
f-1—g) = 1,
1 13
1,=-)=—
19 =15

e Zavér: globdlni maximum je v bodech (1,3) a (=1, —% a md hodnotu 13/12.
Minimum v (—%,1) a (3, —1) a ma hodnotu —13/4.
(©) fla,y) =z +yna M= {[r,y] € R da® +y? < 1)
Regeni: Piiklad mame z Petr Holicky, Ondiej F.K. Kalenda : Metody feSeni
vybranych tloh z matematické analyzy pro 2. - 4. semestr
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e Mnozina M je elipsa o stfedu v pocatku.

Funkce f(z,y) je spojita funkce (polynom). MnoZina M (v R?) je uzaviena:
Jde o vzor uzaviené mnoziny A pii spojitém zobrazeni g, konkrétné A =

(—00,1], gla,y) = 4a? +y?, pak
M = g7\ (=00, 1)).
Zaroven je M omezena:
2?4 y? <da? 4yt <L

Tedy je M kompaktni.
Tedy f na M nabyva extrému.
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e Nejprve budeme vySetfovat extrémy na mnoziné 4z? + y? < 1.

derivace:
or _4
ox
of
8_y =1

Parcialni

Rovnice tedy nejsou nikde nulové a na vnittku M nemame zadny podeziely

bod.

e Nyni vySetifme hranici. To jsou body splitujici 422 4+ y? = 1.

Hranici popiSeme pomoci polérnich sourfadnic:

T = — cost,

y = sint, t €[0,2m)
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Pak mame
1 2
4. <2cost> +sin®t =1
Dosadime do funkce f. Tedy
1 ) 1 .
gt)=f 3 cost,sint | = B cost + sint.

Zderivujeme, abychom nagli extrémy.

, 1

gt) = —3 sint + cost.

Nulové body:
sint = 2cost.

Protoze sin®t + cos?t = 1, tak feSenim je: sint = % a cost = \}g nebo
int = —-2 - L

sint = \/gacost— 7

Celkem tedy dostavame podezielé body ((z,y)): (2%/5, %) a (—21%, %)

e Pridame ,hranici hranice®, tedy bod ¢t = 0, (%, 0)

e Porovname hodnoty ve vSech podezielych bodech:

L2, V5
25 V5 2
1 2 V5

I

f(—ﬁa _%) R
G0 =5
e Zavér: globalni maximum je v bodé (ﬁ, %) a ma hodnotu @, minimum je
v bodé (—ﬁ, —%) a ma hodnotu —é

(d) f(a:,y):m2—3y2—m+18y+4naM:{[m,y]€R2:0§x§y§4}

Reseni: Piiklad méame z http://www.math.muni.cz/~zemanekp/files/SRPzMA

IT_FRMU.pdf
e Mnozina M je trojuhelnik s vrcholy (0,0), (4,4) a (0,4).

Funkce f(z,y) je spojita funkce (polynom). Mnozina M (v R?) je uzaviena:
jde o prunik tif polorovin, které jsou uzaviené mnoziny. Konkrétné:

My ={lz,y] €R® 12 >0} = g ([0,00),  gulz,y) ==

My ={[z,y) eR? 1y <4} = g; ' ((—00,4)),  g2(z,y) =y

Ms={lz,y] eR® 1z <y} = g5 ([0,0)), @ley) =y-—=

Tedy M = M; N Ms N Ms. Prinik 3 uzavienych mnozin je uzaviena mnozina.
MnozZina je zaroven omezend: 0 < x <4, 0<y < 4.

Tedy je M kompaktni.

Tedy f na M nabyva extrému.
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e Nejprve budeme vySetfovat extrémy na vnittku mnoziny. Parcidlni derivace:

of

— =2zr—-1
x ,

of

- — _ 1

y 6y + 18

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde bod (%, 3). Mame
tedy prvni podezrely bod.

e Nyni vySetiime hranici. Tu lze popsat 3 tiseCkami. Jejich parametrizaci dosadime
do f.

i. =0,y € (0,4). Mame
9(y) = f(0,y) = =3y* + 18y +4
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g'(y) = —6y + 18

Nulové derivace jsou pro y = 3. Dostavame tedy podeziely bod (0, 3).
ii. y=4, z €(0,4). Mame

g(z) = f(x,4) = 2® — x + 28.
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g(x)=2x-1

Nulové derivace jsou pro x = % Dostavame tedy podezrely bod ( %, 4).
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ili. y ==z, x € (0,4). Mame
g(x) = f(z,2) = —22° + 172 + 4
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g (x) = —4x + 17

Nulové derivace jsou pro z = 17/4. Dostéavame tedy podeziely bod (17/4,17/4),
ktery ale nelezi v M.
e Pfidame vrcholy trojuhelnika. Tedy podezielé body: (0,0), (4,4) a (0,4).
e Porovname hodnoty ve v8ech podezielych bodech:
f(0,0) =4,
f(4,4) =40,
f(0,4) = 28,
)

1
f(5:3) = 123/4,

4
4

FG4) =111/4,
£(0,3) = 31,

e Zavér: globalni maximum je v bodé (4,4) a ma hodnotu 40. Minimum v (0, 0)
a ma hodnotu 4.
(e) f(z,y) = (z—y)*+2%na M,
kde M je ¢tverec s vrcholy A =[2,0], B =10,2], C =[-2,0], D = [0,—2]
Reseni: Piiklad méme z http://www.math.muni.cz/~zemanekp/files/SRPzMA
IT_FRMU.pdf
e Mnozina M je ¢tverec postaveny na Spicku s vrcholy (2,0), (0,2), (—2,0), a
(0, —2).
Funkce f(x,y) je spojita funkce (polynom). Mnozina M (v R?) je uzaviena:
jde o prunik dvou uzavienych mnozin. Konkrétné:

M, = {[x,y] GRQ rx—2<y< -7;—1_2} :gl_l([_272])¢ gl(xvy) =y—-x
a
M, = {[x,y] € RQ e —2<y< —l’+2} :.92_1([_2¢2])7 gl(x,ZJ) =y+z

Tedy M = M; N M. Prinik 2 uzavienych mnozin je uzavienid mnozina.
Mnozina je zarovenh omezend: —2 < x <2, -2 <y < 2.
Tedy je M kompaktni.
Tedy f na M nabyva extrémad.
e Nejprve budeme vySetfovat extrémy na vnitfku mnoziny. Parcidlni derivace:

0
a—x—4x—2y,
of
— =-2x—-2
oy v

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde bod (0,0). Mame
tedy prvni podeziely bod.
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e Nyni vySetfime hranici. Tu lze popsat 4 tiseckami. Jejich parametrizaci dosadime
do f.
i.y=—-x+2,z¢€(0,2). Mame

g(x) = f(z,—z +2) = (22 — 2)® + 2
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g () =10z — 8

Nulové derivace jsou pro z = 4/5. Dostavame tedy podeziely bod (4/5,6/5).
. y=2+42, z € (—2,0). Mame

g(x) = f(z,z+2) = 4 + 22
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g'(x) =2z

Nulové derivace jsou pro z = 0. Tento bod nelezi na vnitiku dané tsecky,
tedy jej budeme uvazovat az pozdé&ji (jako vrchol étverce).
. y=—z—2, z € (-2,0). Mame

g(x) = f(z, —x - 2) = (22 +2)* + 2?
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g (xz) =10z +8

Nulové derivace jsou pro = —4/5. Dostavame tedy podeziely bod

(—4/5,—6/5).
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iv. y=2—2, 2 € (0,2). Mame
g(z) = flz,z — 2) = 4+ 22
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g (x) =2z

Nulové derivace jsou pro z = 0. Tento bod nelezi na vnittku dané tsecky;,
tedy jej budeme uvazovat az pozdéji (jako vrchol ¢tverce).

e Piidame vrcholy ¢tverce. Tedy podezielé body: (2,0), (0,2), (—=2,0), a (0, —2).
e Porovname hodnoty ve vsech podezielych bodech:

£(4/5,6/5) = 4/5,
F(—4/5,—6/5) = 4/5,

f(0,0) =0,
f(2,0) =8,
f(0,2) =4,
f(=2,0) =8,
£(0,-2) =4,
) =
)

e Zavér: globalni maximum je v bodech (2,0) a (—2,0) a ma hodnotu 8. Mini-
mum v (0,0) a ma hodnotu 0.
(f) fla,y) =2 —ay+y* na M = {[z,y] e R? :2” +y* < 1}
Hint: polarni soutadnice
ReSeni: Pitklad mame z https://www.karlin.mff.cuni.cz/ bouchala/Vyuka/
e Mnozina M je kruh o stfedu v poc¢atku a poloméru 1.
Funkce f(z,y) je spojita funkce (polynom). Mnozina M (v R?) je uzaviena:
Jde o vzor uzaviené mnoziny A pii spojitém zobrazeni g, konkrétné A =
(—00,1], g(z,y) = 2? +y?, pak

M =g~ ((~o0, 1))
Zaroven je M omezené:
2 oy <2’y <L

Tedy je M kompaktni.
Tedy f na M nabyva extrémad.

e Nejprve budeme vysetiovat extrémy na mnoziné z2+y? < 1. Parcialni derivace:

0

9r " @Y
of

oy YT

Regenim je bod (0,0), méme tedy prvni podezFely bod.
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e Nyni vySetiime hranici. To jsou body spliwjici 22 + y? = 1.
Hranici popiSeme pomoci polérnich soufadnic:

T = cost,

y = sint, t €[0,2m)

Dosadime do funkce f. Tedy
g(t) = f(cost,sint) =1 —sintcost

Zderivujeme, abychom nagli extrémy.
g (t) = sin®t — cos® t = — cos(2t)

Nulové body:
cos(2t) = 0.
Vs

Regenim je: tzg,tz%r,t:%”,t:—.
Celkem tedy dostavame podezielé body ((x,y)): (\/Li’ \%), (\/Li

2 (-2 )
\/57 \/i ’
e Pridame ,hranici hranice“, tedy bod t = 0, (1,0).
e Porovname hodnoty ve vsech podezielych bodech:
£(0,0)=0
f(1,0)=1
1 1 1 1 1 3
f(ﬁa E) = Qf(—Q»—E) =3
1 1 1 1 1 3
I W= =
e Zavér: globalni maximum je v bodech (\%, _\/Li)’ (_\/Li’ %),
minimum je v bodé (0,0) a ma hodnotu 0.
11
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2. Urcete maximalni mozny objem kvadru, jehoz hrany jsou rovnobézné se souradnymi
osami, jeden jeho vrchol lezi v pocatku a diagonalné protilehly vrchol lezi v mnoziné
M ={[z,y,z],2 >0,y >0,z > 0,4z + 2y + z = 2.}

Reseni: Uvazujme kvadr A-H, kde A = [0,0,0] a G = [zq, 50, 20] € M.

Chceme maximalizovat objem, hledame tedy extrémy funkce f(z,y,z) = zyz. (Mélo by
byt |xyz|, ale my méame z,y, z > 0.

MnoZina M je omezené (lze nakreslit, jde o trojuhelnik , v rohu mistnosti“). Je i uza-
viend, tedy kompakt. Funkce f je navic spojita, tedy nabyvé extrém.

Dale mame vazbu g = 4z + 2y + z — 2.
Otestujeme Lagrangeovy multiplikitory.
o Vg=(4,2,1)#0
e Vf+AVz =0, tedy

yz +4X =0,
rz 42X =0,
Yy + A =0,
dxr 4+ 2y + 2z =0,
Ze treti rovnice vyjadiime A = —zxy. Dosadime do prvnich dvou a ziskdme novou
soustavu rovnic
yz —dxy = 0,
zz — 22y =0,

dxr 42y + 2z =0,

Dvakrat druhé rovnice minus prvni da

20z —yz =10
z(2x —y) =10

Tedy bud z = 0 nebo y = 2z. Prvni moZnost by dala f(z,y,0) = 0, coZ maximum
nebude. Tedy plati y = 2x. Dosadime do soustavy a ziskdme fegeni x = 0 (opét neda
maximum) nebo z = %, tedy y = % az= %

1 2

Maximum je tedy v bodé [%, 3 g] a méa hodnotu 2—17

Bonusové priklady

3. Farmar a fafmarka maji 100 m pletiva a radi by oplotili pozemek pro ovce tak, aby mél
co nejvetsi plochu. Trvaji na tom, Ze pozemek bude mit tvar obdélniku. Jezto je u feky,
stad¢i jej oplotit ze 3 stran. Jaké bude zadani za pomoci Lagrangeovych multiplikatora?

=y, g(z,y) = 2x +y — 100

=2z + 2y — 100, g(z,y) = xy

=y, g(z,y) =z +y— 100

=z +y, g(z,y) = vy — 100
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4. Ve kterém z bodu A, B, C, D se nachézi
minimum funkce f(z,y) = y vzhledem ke
kiivce na obrazku?

Zdroj: https://www.cpp.edu/conceptests/question-library/mat214.shtml

ReSeni: A
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