
Matematika II 6.3. Globálnı́ extrémy

Př́ıklad 6.3.2. Na elipse 9x2 + 16y2 ≤ 144 nalezněte globálńı extrémy funkce

z = f(x, y),

f(x, y) = 9x2 − 36x + 16y2 − 64y.

Řešeńı: Definičńım oborem funkce f je Df = {[x, y] ∈ R
2 | 9x2+16y2 ≤ 144}.
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Obr. 6.3.2

Nalezneme lokálńı extrémy funkce f ,

∂f

∂x
= 18x − 36 = 18(x − 2) = 0,

∂f

∂y
= 32y − 64 = 32(y − 2) = 0.

Řešeńım soustavy je bod A1 = [2, 2]. Je nutné ověřit, že bod A1 lež́ı v Df ,

dosazeńım snadno zjist́ıme, že A1 vyhovuje nerovnici elipsy. Sestav́ıme matici

parciálńıch derivaćı druhého řádu a urč́ıme hodnoty determinant̊u D1, D2. Obě

hodnoty jsou kladné, funkce f má v bodě A1 ostré lokálńı minimum.

Sestav́ıme Lagrangeovu funkci a vyšetř́ıme existenci vázaných extrému na

hranici elipsy.

Φ = 9x2 − 36x + 16y2 − 64y + λ(9x2 + 16y2 − 144),

∂Φ

∂x
= 18x − 36 + 18λx = 0 ⇒ x =

2

1 + λ
,

∂Φ

∂y
= 32y − 64 + 32λy = 0 ⇒ y =

2

1 + λ
.

Dosad́ıme do rovnice vazby (g(x, y) = 9x9 + 16y2 − 144 = 0),
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= 144 ⇒ λ2 = 1

6
, λ3 = 11

6
.

Pro λ2 = 1

6
dopoč́ıtáme x2 = y2 = 12

5
, źıskali jsme stacionárńı bod A2 = [12

5
, 12

5
].

Stejně postupujeme i pro hodnotu λ3 = 11

6
, x3 = y3 = −12

5
, tedy A3 = [−12

5
,−12

5
].
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Sestav́ıme matici parciálńıch derivaćı druhého řádu pru Lagrangeovu funkci

Φ a urč́ıme hodnoty př́ıslušných determinant̊u. V bodě A2 = [12
5
, 12

5
] má funkce

f vázané lokálńı minimum, v bodě A3 = [−12

5
,−12

5
] má funkce f vázané lokálńı

maximum.

Porovnáńım funkčńıch hodnot rozhodneme o existenci globálńıch extrémů

funkce f ,

f(A1) = −100 < f(A2) = −96 < f(A3) = 384.

Funkce f má v bodě A1 = [2, 2] globálńı minimum z = −100 a v bodě

A3 = [−12

5
,−12

5
] globálńı maximum z = 384.

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 − y na čtverci s vrcholy [1, 1],

[3, 1], [1, 3], [3, 3].

2. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 + y2 na trojúhelńıku s vrcholy

[0, 0], [2, 0], [0, 1].

3. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = 4y na kruhu x2 + y2 ≤ 1.

4. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = 3x + 4y + 1 na kruhu

(x − 3)2 + (y − 1)2 ≤ 1.

5. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = 5x − 3y + 1 na trojúhelńıku

s vrcholy [1, 4], [−2, 1], [0,−1].

6. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = −x2 − y2 + 2y na trojúhelńıku

s vrcholy [1, 4], [−2, 1], [0,−1].

7. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = −x2−y2 +2y na čtverci s vrcholy

[0, 0], [−1, 0], [−1,−1], [0,−1].

8. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = −x2 − y2 + 2y na kruhu

x2 + y2 ≤ 16.

9. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = 2x+4y+1 na elipse x2 +4y2 ≤ 1.

10. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = (x−y)2+x2 na čtverci s vrcholy

[2, 0], [0, 2], [−2, 0], [0,−2].
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