24. cviceni — Lagrangeovy multiplikatory
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Najdéte globalni extrémy funkef na mnoziné M

(a) fla,y) =a?+y, M ={[r,y] € R? 10?442 = 1}
ResSeni:
Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
df

e Oznaéme g(z,y) = 22 + y?> — 1 a G = R?. Pak lze vazebnou podminku psat
jako g(x,y) = 0. Navic f,g € C}(G) (polynomy).
Dale M = g~1(0). Tedy jde o vzor uzav¥ené mnoziny p¥i spojitém zobrazent,
tedy je M uzaviena. M je navic omezené - jde o kruZnici se stfedem v pocéatku
a polomérem 1. Tedy M je kompakt.
Tedy funkce f nabyva na M extrémn.

05

05k

e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech. Predpoklady jsou splnény
(viz vyse).

— VysSetfeme body, kde mé g nulovy gradient. Hledame tedy body, kde
Vg = (2z,2y) = (0,0).

Tedy (x,y) = (0,0). Tento bod ale nelezi v M.

— Vysetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikidtorem A.

of g

of dg
9y e, = O
g(z,y) = 0
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Tedy

204+ A2z =
1+X-2y =
2y o1 =
7 prvn{ rovnice mame
2x(14+X) =0.
Tedy x = 0 nebo A = —1.
Pokud x = 0, tak z vazebni podminky je
y' =1

tedy mame podezielé body [0, 1] a [0, —1].
Pokud A = —1, tak z druhé rovnice je y = % 7 vazebni podminky pak

mame podezielé body [@, i a [—@ 4.

22
e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:
fO,1) =1
F0,-1)= -1
PR D
2°2) 4
P ECE D
2°2) 4

Tedy funkce nabyva minima v bodé [0, —1] s hodnotou —1 a maxima v bodech
[:I:ﬂ 1] s hodnotou 2.

272
(b) flzy) =4z +3y—4, M ={[z,y] €R?: (z — 1)* + (y — 2)* = 1}
ReSeni:
Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
daf

e Oznatme g(7,y) = (r—1)2+(y—2)?—1a G = R% Pak lze vazebnou podminku
psat jako g(z,y) = 0. Navic f,g € C}(G) (polynomy).
Dale M = ¢g~1(0). Tedy jde o vzor uzaviené mnoziny pii spojitém zobrazeni,
tedy je M uzaviena. M je navic omezend - jde o kruznici se stfedem v bodé
[1,2] a polomérem 1. Tedy M je kompakt.
Tedy funkce f nabyva na M extrémd.

e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikatorech. Piedpoklady jsou splnény
(viz vyse).

— VysSetfeme body, kde mé g nulovy gradient. Hledame tedy body, kde
Vg = (2x—2,2y —4) = (0,0).

Tedy (x,y) = (1,2). Tento bod ale nelezi v M.
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— VysSetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikatorem A.

of . 9

%—I-)\'(‘?m =0
of dg
8—y+>\-8—y =0
g(z,y) = 0
Tedy
A4 X-2x—1) = 0
3+X-2(y—2) = 0
(z—-1)2%+(@y—-2?2 = 0.

7 prvnich dvou rovnic mame

2
r—1=——
A

3
9 _ 2
y 2\

(Vylouéili jsme moznost A = 0, protoze nespliuje soustavu rovnic.)
Dosazenim do vazebni podminky ziskame

tedy méame podezielé body [%, %] a [%, iE

Kalkulus 1, 2024/25, Kristyna Kuncova



e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:
17
[ 1
r(53)
9 13
-, — = 11
(33)

7
5

Tedy funkce nabyv4 minima v bodé [%,

[%, %] s hodnotou 11.

(¢) f(z,y,2) =2 —y+32, M = {[z,y,2] € R3: 22 + ¢% + 422 = 4}
Reseni:
Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
daf

| s hodnotou 1 a maxima v bodé

e Oznatme g(z,y,2) = 22 +y? + 422 —4 a G = R3. Pak lze vazebnou podminku
psat jako g(z,y,z) = 0. Navic f,g € C(G) (polynomy).
Dale M = ¢g~1(0). Tedy jde o vzor uzaviené mnoziny pii spojitém zobrazeni,
tedy je M uzaviend. M je navic omezend - jde o povrch elipsoidu se stfedem
v potatku, ktery se vejde do koule B(o,3). Tedy M je kompakt.
Tedy funkce f nabyva na M extrémd.

i

- J i 10

Figure 1: Obarveni povrchu naznacuje funkéni hodnotu

¢ Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech. PFedpoklady jsou splnény
(viz vyse).

— VysSetfeme body, kde mé g nulovy gradient. Hledame tedy body, kde
Vg = (2z,2y,4z) = (0,0,0).

Tedy (z,y,2) = (0,0,0). Tento bod ale nelezi v M.
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— VysSetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikdtorem A.

of dg
AT _
ox + Oz 0

of .\ 99
0y Ay
of dg
U W _
0z * Ay 0

9(z,y,z) = 0
Tedy
1+X-2x =
—14+X-2y =
34+A-82 =
224yt 42 -4 =

o o o o

Z prvnich dvou rovnic mame

_ 1
T ToN
1
Y= 9
L3
3)

(Vylouéili jsme moznost A = 0, protoze nespliiuje soustavu rovnic.)
Dosazenim do vazebni podminky ziskime

N 2 YT
8
tedy mame podezielé body [\%—7, —\%—7, %7] a [—\;%, \/%, —\/iﬁ]
e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:
4
V17
(xﬁ f \f )
4
(- )= i
VT \ﬁ VT
4

Tedy funkce nabyva minima v bodg (—% ) T —%) s hodnotou —v/17 a

maxima v bodé& (\/41*, \ﬁ \ﬁ) s hodnotou v/17.
(d) f(z,y) =22 +y* M = {[z,y] € R? : 522 — 62y + 5y> —4 =0}
Resent:
Zdroj: https://matematika.cuni.cz/d1l/ikalkulus/KAP17.pdf

e Oznatme g(x,y) = 5z — 62y + 5y®> —4 = 0 a G = R%. Pak lze vazebnou
podminku psat jako g(z,y) = 0. Navic f,g € C(G) (polynomy).
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Dale M = g~!(0). Tedy jde o vzor uzavifené mnoziny pii spojitém zobrazeni,
tedy je M uzaviena.

M je navic omezené - jde o pootocenou elipsu (to by se ukazalo, kdybychom
,otocili“ soustavu soufadnic). Omezenost plyne z téchto odhadi:

522 +y?) =4+ 6xy < 4+ 3(z% +¢°)

tedy
2z + %) <4

Tedy M je kompakt.
Tedy funkce f nabyvi na M extrémi.

05 -1
00 e 0

| L L L ;!
10 -2 -1 o 1 2 2

e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech. PFedpoklady jsou splnény
(viz vyse).
— Vysetfeme body, kde méa g nulovy gradient. Hledame tedy body, kde
Vg = (10x — 6y, —6x + 10y) = (0, 0).

Tedy (x,y) = (0,0). Tento bod ale nelezi v M.

— Vysetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikitorem .

of dg
of dg
g(x,y) = 0

Tedy

20+ X\ (10x —6y) = 0
2y + A - (=62 + 10y)
522 —6zy +5y° —4 = 0.

7 prvnich dvou rovnic mame

z(bBA+1) =3y
y(bA+1) =3 \x
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Vylou¢ime moznost A = 0, protoze pak by byl feSenim bod (0,0), ktery
nesplituje vazebni podminku. Analogicky vylou¢ime moznost (5A+1) = 0.
Uvazujeme-li x = 0, tak opét vyjde feseni (0,0). Analogicky pro y = 0.
MiuizZeme tedy obé rovnice vynéasobit postupné y a x. Dostaneme

yz (51 + 1) = 3)\y?
zy(5A + 1) = 322

Tedy y = £x.
Dosazenim do vazebni podminky ziskdme pro y = =

522 — 622 4+ 522 —4=0

aproy=-—-x
522 4+ 622 4+ 522 —4=0

tedy mame podeztelé body [1,1], [-1, —1], [%, —%] a [—%, %]
e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:

f1,1) =2
f(_lv_l): 2
e ]
b ]

Tedy funkce nabyva minima v bodech [3, —3] a [~ 3, 3] s hodnotou 1 a maxima
v bodech [1,1], [-1, —1] s hodnotou 2.
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Dosadime-li z = 7 a pouZijeme-li p(m) = 0, dostaneme ¢’'(7) = 0 a ¢"(7) = 0.

Priklad A4 : Mnozina M je omezena a uzaviena, a proto je kompaktni. Funkce f je
spojita na M, takZe na M nabgva svého maxima i minima. Spoc¢téme parcialni derivace
funkce f a zkoumejme, zda uvnit¥ mnozin M existuje bod, kde jsou obé& parcidlni derivace

funkce f nulové.

3

of _ of _ .a ‘ .
%(m,y) =ty 8y(:r,y)—:c ' [z,y] € R%

Obé parcidlni derivace jsou nulové pro [0,y]; y € (—2,2). Hranici mnoziny M si rozdélme
na dvé ¢asti:

H, = {[z,y) € R% z*+y* = 16,z > -1}, Hy = {[-1,y] € R%* y € (= V15, V15)}.
Pro nalezeni podeztelych bodit na mnozing H; pouzijeme metodu Lagrangeovych multipli-

katoru. Vazebna podminka je uréena funkei g(z,y) = z* + y* — 16, kterd je (stejné jako f)
t¥idy C'(R?). Pro parcidlni derivace funkce g plati

0 3]
a_,i(:cay) :41'31 a_i(mt?) :493} [‘Tat] ERQ'

Pro kazdé [z,y] € H, plati —g%(:r,y), g-g(m, y)) # (0,0). Redme néasledujici soustavu

(1) z* + y* =16,
(2) 4z3y = Ma®,
(3) z* = My?.

Z (2) vyplyva, 7e x = 0 nebo y = \. V prvnim p¥ipadé dostaneme z (1), e y =22, ¥
druhém pfipadé dostaneme z (3), Ze x = v/2y nebo z = —+/2y. Dosazenim do (1) obdrzime
body

[2\/5 2 } [2\/5 2 } [_2\/5 2 J [_m/ﬁ 2 }
{l/g » \‘yg p \4/[:?)‘ 7 ’\4/5 3 \4/3 ¥ \4/3 ? {‘//g * yg 1
Posledni dva body ovSem nespliuji podminku z > —1.

Zkoumejme chovani na mnoZiné H,. Funkce f mé na H, tvar:

f(-Ly)=y, ye(-V15 V15).
Dalsimi podezielymi body tedy jsoun
-1, V18],  [-1,-V13]
Porovnéanim funkénich hodnot v podezielych bodech zjistime, 7e f nabyvd maxima na

mnoziné M v bodé [2@/@, %} a minima v bodé [2—3\%, —qj—g]



Jb)

Funkce [' je definovédna na R? a pro jeji parcialni derivace plat:
oOF

—(5[?., y) = Smsy e 3332 = Y,

oz

OF

—(z,y) = 22" + 3y* + z.

dy

Obé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, tj. F €
C%(R?). Déle plati F(1,0) =0 a g—;(l, 0) = 3 # 0. Tim jsme ovéFili, Ze nade rovnice uréuje
v jistém okoli bodu [1,0] implicitné zadanou funkci proménné z, ktera sama je t¥idy C2.
Funkei oznaéme ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

2z%0(z) + 2° + () + zp(x) — 1 =0,
82°p(z) + 22 ¢ (z) + 322 + 3p(2)%¢' (z) + p(z) + z¢' (z) = 0,
242%0(z) + 8% () + 82°/(¢) + 20" (2) + 62 + (2 (¢ (2))° + 3(2)20" (@)
+¢' (@) + ¢' (x) + 9" (z) = 0.

Dosadime-li z = 1 a pouzijeme-li ¢(1) = 0, dostaneme ¢’(1) = —1 a ¢"(1) = 4.

Priklad B4 : MnoZina M je omezend a uzaviena, a proto je kompaktni. Funkce f je
spojitda na M, takze na M nabjva svého maxima i minima. Spo¢téme parcialni derivace
funkce f a zkoumejme, zda uvnitf mnoZiny M existuje bod, kde jsou obg parcialni derivace

funkce f nulové.
of of 2
e ’ = 2! ey N = 4- s ] = R “
5 (@ Y) ay(m y=4 [z,
Obé parcidlni derivace jsou vZdy nenulové a proto f nabyvéa extrémii na hranici M. Hranici
mnoZiny M si rozdélme na t¥i ¢asti:
H, = {[z,y] € R? v+ Yy=12>0, y> 0},
H, = {[0,3] € R*; y € (0,1)},
H3 = {[z,0] € R* z € (0,1)}.
Pro nalezeni podezielych bodii na mnoZing H; pouZijeme metodu Lagrangeov{ch multipli-

katori. Vazebnd podminka je urcena funkei g(z,y) = /z + VY — 1, ktera je (stejné jako
f) tiidy C' na prvnim otevieném kvadrantu. Pro parcidlni derivace funkce g plati

dg I . 0 1 .
5, (@ y) = 274, %(-’Esy): v z>0,y>0

Pro kazdé [z,y] € H, plati (ggf(ac,y), gﬁ(m, y)) # (0,0). Redme nasledujici soustavu

(1) Vr+{y=1,
(2) 2= Aim_e’“,

1
(3) Hi= )\Zy_g'm.



Z (2) a (3) vyplyvé, ze x = 2/2y. Dosazenim do (1) obdrzime podeziely bod

243 1
(21/3 -+ 1)4 ¥ (21/3 + 1)4

Zkoumejme chovani na mnoziné Hs. Funkce f mé na H, tvar:

fO,y) =4y, ye(0,1).

Dal8imi podezielymi body tedy jsou [0, 0], [0,1].
Podobné zkoumejme chovani na mnoziné Hj3. Funkce f ma na Hj tvar:

Fl&,0)= 29, z € (0,1).

Podezrelymi body tedy jsou [0,0], [1,0].
Porovnanim funkénich hodnot v podezteljch bodech zjistime, %e f nabjva maxima na
mnoZziné M v bodé [0,1] a minima v bodé [0, 0].

Priklad B5 : Funkce, kterou mame integrovat, je definovana na R\ {—1}. RozloZme nasi
funkei na parcialni zlomky:

222 + 31 +2 1 Loy |

(x+1)(z2+2+1) &m+1+m2+m+1'

Nyni integrujme jednotlivé parcialni zlomky:

1 c
/ dz = log |z + 1|,
-1

/’ T+1 i 1/ 2r +1 d +1/ dx
—_—dr = — _— —_ —
24+r+1 2) 2+z+1 a 2) 224241

= %log(:r2+:f:+1

1 dx
)+§f($+1/2)2+3/4
Ly 14 de
_210g(1 —|-:1:+1)-|-2 3/((2:}:+1)/\/§)2+1

e 1 1 2z +1
= Zlog(z®? +xz+ 1) + — arct (—)
5 g( ) 7 e =z

Dohromady tedy mame

/ 222 + 31 + 2
(

2z +1
z+1)(z?2+z+1)

¢ 1 1
dr =log|z + 1| + = log(z® + 2 + 1) + — arct (
gl I 5 log( ) e\ /3

V3

na intervalech (—oo, —1) a (—1, +00).



Priklad F4 : MnoZina M je omezend a uzaviens (Jedné se o elipsu), a proto je kompaktni.
Funkce f je spojita na M, tak’e na M nabyva svého maxima i minima. Hledejme nejprve
podezielé body uvnitf mnoziny M. Pro parcialni derivace funkce [ plati:

g%(m, y) =2z e~ 4 (g2 4 et (—4z),
0
I () = L4y - =@+ 4 (2% + Ty?)e= =) | (_gy).

Oy

Uvnitf mnoziny M hleddme ty body, kde Jsou obé parcidlni derivace nulové. To jsou pravé
ty body z M, které spliji
2z(1 —2(z% + 79%)) = 0,
2y(7 — (2% + 792)) = 0.
Resenim této soustavy jsou body [0,0], [1/v2,0], [~1/v/2,0], [0, 1], [0, —1], pouze prvni
t¥i vSak lezi uvnitf mnoZiny M.
Podezielé body na hranici M hledejme metodou Lagrangeovych multiplikitorti. Mno-
zina H(M) je ur¢ena pomoci vazebné funkce

9(z,y) = 2° + 4y? — 1.
Funkee f i g jsou t¥idy C!(R?). Pro parcialni derivace g plati

dg _ Jg "
5, (%1Y) = 2, 83{(&"-}9) = 8y.

Vektor (2z,8y) je nulovy, pravé kdy? [z,y] = [0,0]. Tento bod oviem nele?i na hranici
mnoziny M. Nyni budeme fesit ndsledujici soustavu

(1) 2z . e~ (37 | (@2 + Ty?)e~ 22"+ (—4z) = 2)z,
(2) 14y - e~ (22" 497) (@2 + 7y?)e =) (—2y) = 8\y,
(3) 7%+ 4% = 1.

Z (1) vyplyva, e z = 0 nebo e~ (22° W T s 2(z* + 7y?)) = A az (2) vyplyva, Fe y = 0
nebo e~ (2" 4% (7 — (32 4. 7y?)) = 4X. Pokud z = 0, pak podle (3) je y = +1/2. Pokud
y =0, pak podle (3) je z = +1. V pfipadé, e z £ 0 a y # 0, musi byt

4e” =N (1 _2(2 4 Ty?)) = e~ (7 _ (22 4 7y?).

Odtud plyne 7(z* + 7y?) = —3, co? je spor.
Nalezli jsme tyto podezielé body

[030]1 [1/\/5}0]? [—1;’\/5,0], [0*1/2]3 [O}_-1X2]! [1?0].‘ [_1’0]'

Funkce f nabyva maxima v bodech [0,1/2], [0, —~1/2] a minima v bodé [0, 0].



