
24. cvi£ení � Lagrangeovy multiplikátory
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Teorie

V¥ta 1 (Lagrangeovy multiplikátory). Nech´ G ⊂ R2 je otev°ená mnoºina, f, g ∈ C1(G),
M = {[x, y] ∈ G, g(x, y) = 0} a [x0, y0] ∈ M je bodem lokálního extrému funkce f vzhledem
k mnoºin¥ M . Pak je spln¥na alespo¬ jedna z následujících podmínek:

1. ∇g(x0, y0) = (0, 0)

2. existuje λ ∈ R spl¬ující ∇f(x0, y0) + λ∇g(x0, y0) = (0, 0)

Algoritmus: Extrémy na kompaktní mnoºin¥:

1. Je-li mnoºina uzav°ená a omezená, tak od·vodníme, ºe spojitá funkce na kompaktu

nabývá extrémy.

2. Extrémy mohou být:

(a) na vnit°kumnoºiny jen v místech s nulovými derivacemi (jejich typ nevy²et°ujeme,
pokud na to nejsme p°ímo tázáni);

(b) v bodech vnit°ku, kde neexistuje derivace;

(c) na hranici: hrani£ní k°ivky (nebo plochy) - obvykle lze dosadit a výraz zjednodu²it.

(d) na hranici hranice: krajní body, hroty trojúhelníku atp.

3. V²echny podez°elé body sepí²eme a porovnáme jejich funk£ní hodnoty. Vybereme
maximum a minimum.

P°íklady

1. Najd¥te globální extrémy funkcí na mnoºin¥ M

(a) f(x, y) = x2 + y, M = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 = 1}
(b) f(x, y) = 4x+ 3y − 4, M = {[x, y] ∈ R2 : (x− 1)2 + (y − 2)2 = 1}
(c) f(x, y, z) = x− y + 3z, M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + 4z2 = 4}
(d)R f(x, y) = x2 + y2, M = {[x, y] ∈ R2 : 5x2 − 6xy + 5y2 − 4 = 0}

Zkou²kové p°íklady

2. Najd¥te globální extrémy funkcí na mnoºin¥ M

(a) f(x, y) = x4y, M = {[x, y] ∈ R2 : x4 + y4 ≤ 16, x ≥ −1}
(b) f(x, y) = 2x+ 4y, M = {[x, y] ∈ R2 : 4

√
x+ 4

√
y ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0}

(c) f(x, y) = (x2 + 7y2)e−(2x2+y2), M = {[x, y] ∈ R2 : x2 + 4y2 ≤ 1}

(1d)5(x2+y2)=4+6xy≤4+3(x2+y2)
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