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Teorie

V¥ta 1 (Nutná podmínka existence extrému). Nech´ n ∈ N, G ⊂ Rn je otev°ená, a ∈ G a
i ∈ {1, · · · , n}. Nech´ funkce f : G → R má v bod¥ a lokální extrém. Potom bu¤ ∂f

∂x i
(a)

neexistuje nebo ∂f
∂x i

(a) = 0.

V¥ta 2 (Posta£ující podmínky pro lokální extrém). Nech´ G ⊂ Rn je otev°ená, a ∈ G a nech´
f ∈ C2(G). Nech´ grad f(a) = 0. Pak

1. Je-li kvadratická forma f ′′(a) positivn¥ de�nitní, pak funkce f nabývá v bod¥ a svého
ostrého lokálního minima.

2. Je-li kvadratická forma f ′′(a) negativn¥ de�nitní, pak funkce f nabývá v bod¥ a svého
ostrého lokálního maxima.

3. Je-li kvadratická forma f ′′(a) inde�nitní, pak funkce f nenabývá v bod¥ a lokálního
extrému.

Poznámka 3. Symetrická matice

(
b d

d c

)
je

1. positivn¥ de�nitní, práv¥ kdyº b > 0 a bc > d2,

2. negativn¥ de�nitní, práv¥ kdyº b < 0 a bc > d2,

3. inde�nitní, práv¥ kdyº bc < d2.

Poznámka 4 (Sylvesterovo kritérium). Nech´ A je symetrická matice reálných £ísel typu
(n, n). Ozna£me {Dk} posloupnost determinant· levých horních roh·. Pak

1. A je positivn¥ de�nitní, práv¥ kdyº v²echna Dk > 0;

2. A je negativn¥ de�nitní, práv¥ kdyº D1 < 0, D2 > 0, D3 < 0. . . ;

3. jestliºe v²echny hlavní subdeterminanty jsou nenulové a navíc nenastaly p°edchozí p°í-
pady, pak A je inde�nitní.

Algoritmus: Lokální extrémy (v závorce dimenze pro funkci 2 prom¥nných):

1. Zderivujeme - máme (dv¥) parciální derivace.

2. Poloºíme derivace rovny nule. Vy°e²íme soustavu a najdeme podez°elé body.

3. Vytvo°íme matici druhých derivací (2x2).

4. Dosadíme podez°elé body. Pro kaºdý dostaneme matici. Vyhodnotíme ji Sylves-
terovým kritériem (p°íp. technikami z lingebry) - zjistíme de�nitnost. Tím vy²et°íme
podez°elé body a získáme lokální extrémy nebo sedla.

5. Pokud je matice semide�nitní, vy²et°íme funkci �n¥jak jinak� .

6. Sepí²eme záv¥r.
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Algoritmus: Extrémy na omezené mnoºin¥:

1. Je-li mnoºina uzav°ená, tak od·vodníme, ºe spojitá funkce na kompaktu nabývá ex-
trémy.

2. Extrémy mohou být:

(a) na vnit°kumnoºiny jen v místech s nulovými derivacemi (jejich typ nevy²et°ujeme,
pokud na to nejsme p°ímo tázáni);

(b) v bodech vnit°ku, kde neexistuje derivace;

(c) na hranici: hrani£ní k°ivky (nebo plochy) - obvykle lze dosadit a výraz zjednodu²it.

(d) na hranici hranice: krajní body, vrcholy trojúhelníku atp.

3. V²echny podez°elé body sepí²eme a porovnáme jejich funk£ní hodnoty. Vybereme
maximum a minimum.

P°íklady

1. Najd¥te lokální extrémy funkcí

(a) f(x, y) = x2 + (y − 1)2

(b) f(x, y) = x2 − (y − 1)2

(c) f(x, y) = x3 + y3 − 3xy

(d) f(x, y) = 2y2 − 4xy + x4 + 3

(e) f(x, y) = y3 + y2x− x2 − 4x

(f) f(x, y) = 2x3 + 9xy2 + 15x2 + 27y2

(g) f(x, y, z) = x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z

(h) f(x, y, z) = x3 + y3 + z3 − 3(xy + xz)

(i) f(x, y, z) = x3+y2+
z2

2
−3xz−2y+2z

(j) f(x, y) = e−x2−y2(2y2 + x2)

(k) f(x, y) = xy + 50
x + 20

y , x, y > 0

(l) f(x, y) = (x− y + 1)2

(m) f(x, y, z) = x3 + y3 + z3 − 3(xy + xz)

2. Najd¥te extrémy funkcí na mnoºin¥

(a) f(x, y) = x3 − 2x2y + 3y3 na M = [−1; 1]2

(b) f(x, y) = x2 − 3y2 + xy na M = {[x, y] ∈ R2 : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1}
(c) f(x, y) = x2 − 3y2 − x+ 18y + 4 na M = {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ y ≤ 4}
(d) f(x, y) = (x− y)2 + x2 na M ,

kde M je £tverec s vrcholy A = [2, 0], B = [0, 2], C = [−2, 0], D = [0,−2]

Bonus

3.^Najd¥te lokální extrémy funkce f(x, y, z) = x3 + y2 + z2 + 6xy + 2z

4.NUkaºte, ºe funkce f(x, y) = (x − y2)(2x − y2) má v [0, 0] lok. minimum vzhledem ke
v²em p°ímkám, ale nemá tam minimum.

5. Najd¥te Hessovu matici v následujících funkcí [0, 0] a diskutujte existenci maxima/minima/sedla
vzhledem k semide�nitnosti matice.

(a) x4 + y4 (b) −x4 − y4 (c) x4 − y4

(3)V[0,0,−1]zkoumámep°ímku[x,0,−1].
(4)Zkoumejtehodnotynak°ivce[

3
4y2,y].
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