
17. cvi£ení � Funkce více prom¥nných
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

P°íklady

1. Ur£ete a zakreslete de�ni£ní obor dané funkce

(a) f(x, y) =
√

x3y3

�e²ení:

Kv·li de�ni£nímu oboru funkce
√
t pot°ebujeme

0 ≤ x3y3,

neboli
0 ≤ xy.

Tedy
(y ≥ 0 ∧ x ≥ 0) ∨ (y ≤ 0 ∧ x ≤ 0).

Záv¥r:
Df = {[x, y] ∈ R2 : (y ≥ 0 ∧ x ≥ 0) ∨ (y ≤ 0 ∧ x ≤ 0).}

(b) f(x, y) = arcsin(x+ y)

�e²ení:

Kv·li de�ni£nímu oboru funkce arcsin pot°ebujeme

−1 ≤ x+ y ≤ 1

tedy
y ≤ 1− x, −1− x ≤ y.

Záv¥r:
Df = {[x, y] ∈ R2 : y ≤ 1− x, −1− x ≤ y.}
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(c) f(x, y) =
√

9− (x2 + y2) +
√

x2 + y2 − 4

�e²ení:

Kv·li de�ni£nímu oboru funkce
√
t pot°ebujeme

0 ≤ 9− (x2 + y2) ∧ x2 + y2 − 4 ≥ 0

tedy
4 ≤ x2 + y2 ≤ 9.

Záv¥r:
Df = {[x, y] ∈ R2 : 4 ≤ x2 + y2 ≤ 9}

(d) f(x, y) = ln(x2 + y2 − 1) + ln(16− x2 − 16y2)

�e²ení:

Kv·li de�ni£nímu oboru funkce ln pot°ebujeme

x2 + y2 − 1 > 0 ∧ 16− x2 − 16y2 > 0

tedy
x2 + y2 > 1 ∧ 16 > x2 + 16y2

Záv¥r:
Df = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 > 1 ∧ 16 > x2 + 16y2}
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(e) f(x, y) = arcsin(xy)

�e²ení:

Kv·li de�ni£nímu oboru funkce arcsin pot°ebujeme

−1 ≤ xy ≤ 1

Uvaºujme p°ípady

� pro x = 0 jsou nerovnosti spln¥ny.

� pro x > 0 máme

−1

x
≤ y ≤ 1

x

� pro x < 0 máme
1

x
≤ y ≤ −1

x

Záv¥r:
Df = {[x, y] ∈ R2 : −1 ≤ xy ≤ 1}

(f) f(x, y) =
ln(x+ 1)√
4− (x2 + y2)

�e²ení:
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Kv·li de�ni£nímu oboru funkce ln,
√
t a zlomku pot°ebujeme

x+ 1 > 0 ∧ 4− (x2 + y2) > 0

tedy
x > −1 ∧ 4 > x2 + y2

Záv¥r:
Df = {[x, y] ∈ R2 : x > −1 ∧ 4 > x2 + y2}

(g) f(x, y) =
√

y sinx

�e²ení:

Kv·li de�ni£nímu oboru funkce
√
t pot°ebujeme

y sinx ≥ 0

tedy
(y ≥ 0 ∧ sinx ≥ 0) ∨ (y ≤ 0 ∧ sinx ≤ 0)

Záv¥r:
Df = {[x, y] ∈ R2 : (y ≥ 0 ∧ sinx ≥ 0) ∨ (y ≤ 0 ∧ sinx ≤ 0)}
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2. Ur£ete a zakreslete vrstevnice následujících funkcí

(a) f(x, y) = x+ y − 4

�e²ení: De�ni£ním oborem je celé R2.

Za�xujme k ∈ R. Hledáme k°ivky tvaru

x+ y − 4 = k,

coº jsou p°ímky.

(b) f(x, y) = x2 + y2

�e²ení: De�ni£ním oborem je celé R2.

Za�xujme k ∈ R. Hledáme k°ivky tvaru

x2 + y2 = k.

Jelikoº x2+y2 ≥ 0, tak vrstevnice lze najít jen pro k ≥ 0. Konkrétn¥ pro k = 0 jde
o jeden bod (po£átek), pro k > 0 jde o kruºnice se st°edem v po£átku a o polom¥ru√
k.
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(c) f(x, y) =
x2

9
+

y2

4
�e²ení: De�ni£ním oborem je celé R2.

Za�xujme k ∈ R. Hledáme k°ivky tvaru

x2

9
+

y2

4
= k

x2

9k
+

y2

4k
= 1.

Jelikoº x2+y2 ≥ 0, tak vrstevnice lze najít jen pro k ≥ 0. Konkrétn¥ pro k = 0 jde
o jeden bod (po£átek), pro k > 0 jde o elipsy se st°edem v po£átku a s poloosami
2
√
k a 2

√
k.

(d) f(x, y) = x2 + y2 + 4x− 2y + 6

�e²ení: De�ni£ním oborem je celé R2.

Za�xujme k ∈ R. Hledáme k°ivky tvaru

x2 + y2 + 4x− 2y + 6 = k

(x+ 2)2 + (y − 1)2 = k − 1

Jelikoº levá strana rovnice je v¥t²í nebo rovna 0, tak vrstevnice lze najít jen pro
k ≥ 1. Konkrétn¥ pro k = 1 jde o jeden bod ([−2, 1]), pro k > 1 jde o kruºnice se
st°edem v [−2, 1] a s polom¥rem

√
k − 1.
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(e) f(x, y) = xy

�e²ení: De�ni£ním oborem je celé R2.

Za�xujme k ∈ R. Hledáme k°ivky tvaru

xy = k

Pro k = 0 jsou vrstevnicemi osy sou°adnic. Pro k ̸= 0 lze p°epsat y = k
x , kde x ̸= 0,

jde tedy o hyperboly..

(f) f(x, y) = |x|+ 2|y|
�e²ení: De�ni£ním oborem je celé R2.

Za�xujme k ∈ R. Hledáme k°ivky tvaru

|x|+ 2|y| = k

Jelikoº levá strana rovnice je v¥t²í nebo rovna 0, tak vrstevnice lze najít jen pro
k ≥ 0. Pro k = 0 jde o jeden bod - po£átek. Pro k > 0 vyjdou kosodélníky. (Lze
rozepsat pro kladná a záporná x, y zvlá²´ a kreslit po kvadrantech.)
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3. Ur£ete de�ni£ní obor a na£rtn¥te.

(a) f(x, y) = arcsin(x+ y) + arctan(x+ y) + xy

�e²ení:

Kv·li de�ni£nímu oboru funkce arcsin pot°ebujeme

−1 ≤ x+ y ≤ 1

tedy
y ≤ 1− x, −1− x ≤ y.

Záv¥r:
Df = {[x, y] ∈ R2 : y ≤ 1− x, −1− x ≤ y.}

(b) f(x, y) = log

(
x

|x| − |y|

)
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�e²ení: Máme podmínky

x ̸= 0, |x| ≠ |y|, x

|x| − |y|
> 0

Tedy získáme nerovnice

(x > 0 ∧ |x| − |y| > 0) ∨ (x < 0 ∧ |x| − |y| < 0).

Záv¥r:

Df =

{
[x, y] ∈ R2 : x ̸= 0, |x| ≠ |y|, x

|x| − |y|
> 0

}

(c) f(x, y) =
√

xy − y3 + 2y2

�e²ení: Podmínky:
y(x− y2 + 2y) ≥ 0

Tedy

� y = 0, x ∈ R, nebo
� x = y2 − 2y, nebo

� x ≥ y2 − 2y ∧ y ≥ 0, nebo

� x ≤ y2 − 2y ∧ y ≤ 0.

Navíc lze upravit y2 − 2y = (y − 1)2 − 1.

Záv¥r:
Df = {[x, y] ∈ R2 : y(x− y2 + 2y) ≥ 0}
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(d) f(x, y) = arcsin
√
x(x+ y)

�e²ení: Podmínky
0 ≤ x(x+ y) ≤ 1

Tedy

� x ≥ 0 ∧ y ≥ −x, nebo

� x ≤ 0 ∧ y ≤ −x, nebo

� x = 0, y ∈ R, nebo
� y = −x.

Zárove¬ musí být spln¥no
x(x+ y) ≤ 1

x2 + xy ≤ 1

xy ≤ 1− x2

Tedy

� x = 0, y ∈ R, nebo
� x > 0 ∧ y ≤ 1

x − x, nebo

� x < 0 ∧ y ≥ 1
x − x.

Záv¥r:
Df = {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x(x+ y) ≤ 1}

4. Najd¥te de�ni£ní obor.

Zdroj: https://www.karlin.mff.cuni.cz/~zeleny/vyuka.php
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(a) f(x, y) =
√

y + sinx, a = [0, 1]

�e²ení: De�ni£ní obor:

Df = {[x, y] ∈ R2 : y + sinx ≥ 0}

(b) f(x, y) = 3

√
ln

x

y
, a = [1, 2]

�e²ení:

� De�ni£ní obor:
Df = {[x, y] ∈ R2 : xy > 0}.

(c) f(x, y) = x(y
x), a = [1, 2]

�e²ení: Funkci p°epí²eme jako

x(y
x) = ey

x log x = ee
(x log y) log x

De�ni£ní obor:
Df = {[x, y] ∈ R2;x > 0, y > 0}
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