12. cviceni — Lagrangeovy multiplikatory
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Najdéte globalni extrémy funkci na mnoziné M

(a) f(z,y,2) =x—2y—22, M ={[x,y,2] e R®: 2 + 4> + 2% = 1}
Reseni:

e Rovnici vazby mizeme psat ve tvaru

24yt 42 -1=0.
Oznaéime-li g(x, vy, 2) = 2 +y? + 2% — 1, Ize vazebnou podminku psat ve tvaru
g(l‘, Y, Z) =0,

coz znamend totéz jako rovnost M = ¢g~1(0). Mnozina M je tedy uzavieni.
Protoze je zaroveii omezena, nebot 22 + y? + 22

= 1 urcuje sféru se stfedem
v pocatku o poloméru 1, je M kompaktni. Funkce f je navic spojitd na R3

(polynom), tedy nabyva na M extrémd.

Figure 1: Obarveni sféry naznacuje funkéni hodnotu

e Funkce f i funkce g jsou polynomy, jsou tedy nekone¢nékrat diferencovatelné,
tudiz t¥idy C' na R3. Jako otevienou mnozinu G z véty o multiplikitorech
(s jednou vazbou) lze tedy volit G = R3. Vé&ta o multiplikitorech s jednou
vazbou potom Fké, Ze vizany extrém vzhledem k mnozind M = ¢g~1(0) mtze
mit funkce f pouze v téch bodech vazby, kde méa funkce g nulovy gradient nebo
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v bodech (z,y, z), pro které existuje realné ¢islo A takové, Ze soustava rovnic
o ¢tyfech neznamych x,y, z, A

af dg
GetAg =0
of dg
9, g, = O
of dg
oA =0
g(x,y,2) = 0

mé feseni (x,y, z, \).

— Vysetfeme nejprve body, kde ma vazebna funkce g nulovy gradient. Protoze

dg 0g O
Vg=<g gg>,

%7@) 92

kde P P
89 :67($2+y2—{—z2—1):2$+0+0—0:2$a
T €T
0 0
8gg/:@(x2+y2+22_1):0+2y+0_022y7
0 0
89:8—(:52—{—3/2—1—22—1):0-1—0—1—22—0:22,
z z

mame, zZe

_ (99 99 99 _
vg_ <8$7 ay? 82) - (2"B72y72z)‘

Vektor (2z, 2y, 2z) je nulovym vektorem (0,0, 0) pouze v bodé z =0, y = 0,
z = 0, ktery ale neni bodem vazby, nebot g(0,0,0) = 02+ 02+ 0% -1 =
—1 # 0. Tento pfipad nam tedy nedava zadny podeziely bod.

— VysSetfeme nyni vysSe uvedenou soustavu rovnic s multiplikdtorem A.

of dg
%+>\'87x 0
of 0g
373/+)\'373/ 0
af dg
&4_)\'& 0

g(z,y,2) = 0

Parciélni derivace vazebné funkce g uz jsme vypocetli vySe. Parcidlni
derivace funkce f jsou

aof
9 9 oy —22)=1-0-0=1
o 8x($ y—2z) 0-0 ,
af 0
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of 0
a—@(x—Zy—Qz)—O—O—Z——Q,

zminéna soustava rovnic ma tedy tvar

1+X-2x = 0
—24X-2y = 0
—24+X-22z = 0
2P 422 -1 = 0.
7 prvnich t¥f rovnic miizeme vyjadfit, ze
1 1 1
xTr = = — Zz = —
2y YT A
a dosazenim do posledni rovnice (vazby) dostaneme, Ze
1 1 1
—+=+—=—-1=0
42 + A2 + A2 ’
odkud vyplyva, Ze
9 3
4 b2
Po dosazeni do vyrazu pro x,y, z dostavame dva podezielé body [—%, %, %]
T )
Funkéni hodnoty v podezfelych bodech jsou
122 1 4 4
—_— - =) = —— — — — — e —3
i 373’ 3) 3 3 3 ’
1 2 2 1 4 4
(5 —5)=5tszt5=

373 3 3 3 3
Protoze funkce f je spojitd a M kompaktni, musi f na M nabyvat svého
maxima i minima a to v nékterém ze dvou bodu vySe. Zjevné tedy v bodé
(—%, %, %) nabyva minima —3 a v bodé (%, —%, —%) maxima 3.
(b) flzy) =2 +y, M ={[z,y] eR?: 2? +¢° =1}
ReZeni:
Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
df

e Oznacme g(z,y) = 22 + y?> — 1 a G = R?. Pak lze vazebnou podminku psat
jako g(x,y) = 0. Navic f,g € C}(G) (polynomy).
Dale M = g~!(0). Tedy jde o vzor uzaviené mnoziny pii spojitém zobrazen,
tedy je M uzaviena. M je navic omezené - jde o kruznici se stfedem v pocatku
a polomérem 1. Tedy M je kompakt.
Tedy funkce f nabyva na M extrému.

e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikatorech. Predpoklady jsou splnény
(viz vyse).

— VysSetfeme body, kde ma g nulovy gradient. Hledame tedy body, kde

Vg = (2z,2y) = (0,0).
Tedy (z,y) = (0,0). Tento bod ale nelezi v M.
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05 -\\_
1.0

— VysSetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikdtorem A.

dg
o0 N ow =0
of dg

Tedy

20+ X\ 2x =
14+ X2y
22492 -1 = 0.

7 prvni rovnice mame

2z(14+X) =0.
Tedy x = 0 nebo A = —1.
Pokud x = 0, tak z vazebn{ podminky je
y* =1

tedy méame podezielé body [0,1] a [0, —1].
Pokud A = —1, tak z druhé rovnice je y = % 7 vazebni podminky pak
méme podezielé body [L§ ia [—‘/‘5’ i

22 202k
e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:

f(0,1) 1
f(0,-1)= -1
HECEAT:
2'2) 4
HRCEANE
2'2) 4
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Tedy funkce nabyva minima v bodé [0, —1] s hodnotou —1 a maxima v bodech
[:I:L3 3] s hodnotou 2.

22
(c) flz,y) =4z +3y—4, M ={lz,y] e R?: (z = 1)* + (y = 2)* = 1}
Reseni:
Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
daf

e Oznatme g(z,y) = (r—1)2+(y—2)2—1 a G = R%. Pak lze vazebnou podminku
psat jako g(z,y) = 0. Navic f,g € C1(G) (polynomy).
Dale M = g~!(0). Tedy jde o vzor uzaviené mnoZiny pii spojitém zobrazen,
tedy je M uzaviena. M je navic omezena - jde o kruznici se stfedem v bodé
[1,2] a polomérem 1. Tedy M je kompakt.
Tedy funkce f nabyva na M extrému.

1
10" %,
e ig_'qo.s
g

e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech. Predpoklady jsou splnény
(viz vyse).
— Vysetfeme body, kde ma g nulovy gradient. Hledame tedy body, kde

Vg=(2zx—-2,2y —4) = (0,0).

Tedy (x,y) = (1,2). Tento bod ale nelezi v M.
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— VySetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikatorem A.

of dg
GetAs =0
of dg
9, A g, = O
g(z,y) = 0
Tedy

44A-20@—1) = 0
34A-200—2) = 0
(e-1)%+(y-2° = 0

Z prvnich dvou rovnic mame

2
r—1=-2

A
3

9 _ 2
y 2\

(Vylouéili jsme moznost A = 0, protoZe nespliuje soustavu rovnic.)
Dosazenim do vazebni podminky ziskame

A= 42
2

Lia g

e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:
17
S N |
r(51)
9 13
-, — = 11
(55)

Tedy funkce nabyvd minima v bodé [2,I] s hodnotou 1 a maxima v bodé

[%, %] s hodnotou 11.

(d) flo,y,2) =2 —y+32, M = {[x,y,2] € R3: 2% +¢? + 422 = 4}
Reseni:

tedy mame podezielé body |

Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
df

e Oznatme g(z,y,2) = 22 +y? +42? — 4 a G = R3. Pak lze vazebnou podminku
pséat jako g(z,y, z) = 0. Navic f,g € C}(G) (polynomy).
Dale M = g~1(0). Tedy jde o vzor uzaviené mnoziny pii spojitém zobrazeni,
tedy je M uzaviena. M je navic omezené - jde o povrch elipsoidu se stfedem
v pocatku, ktery se vejde do koule B(o,3). Tedy M je kompakt.
Tedy funkce f nabyva na M extrémi.

e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech. Predpoklady jsou splnény
(viz vyse).
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Figure 2: Obarveni povrchu naznacuje funkéni hodnotu

— Vysetfeme body, kde ma g nulovy gradient. Hledame tedy body, kde
Vg = (2z,2y,4z) = (0,0,0).

Tedy (z,y,2z) = (0,0,0). Tento bod ale nelezi v M.
— VysSetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikdtorem .

of 0g

A k= A

ox + ox

Ay Ay

of 9y

AT W= A

0z + dy

g(x7 Y, Z) =0

Tedy

1+X-2x =
—14+X-2y =
34+ A-82
4P+ 4? -4 =

o o o o

7 prvnich dvou rovnic mame

x—_i
T 2)
1

Y= 9

Z—_i
8\

(Vylouéili jsme moznost A = 0, protoZe nespliiuje soustavu rovnic.)
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Dosazenim do vazebni podminky ziskame

1
-

tedy mame podezielé body [ﬁ’ —% \/iﬁ] a [—%, \/Lﬁ, —\/%]
e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:

[l
-3

4
/ ) -
VIT \/_ \/_
(77 7m) - -

V1T \/_ VT
Tedy funkce nabyva minima v bodé (—i - —i) s hodnotou —v/17 a

VIT' V1T V1T
maxima v bodé& (fﬁ’ \ﬁ f) s hodnotou /17.

(e) flw,y,2) =x+2y+32, M ={[r,y,2] ER® 12 —y+2=1,22+y? =1}
Reseni:
Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
df

e Oznatme g1(z,y,2) =2 —y+2—1, go(x,9,2) = 22 +y*—1 a G = R3. Pak Ize
vazebnou podminku psat jako gi(x,y,z) = 0 a zaroven ga(z,y, z) = 0. Navic
f,9 € CH(G) (polynomy).

Dale uvazujme M; = g; 1(0). Tedy jde o vzor uzaviené mnoziny pfi spojitém
zobrazeni, tedy je M; uzaviend. Analogicky Dale uvazujme My = gy L(0).
Tedy jde o vzor uzaviené mnoziny pfi spojitém zobrazeni, tedy je Moy uzaviené.
Protoze M = M N My, jde o prinik dvou uzavienych, tedy je také uzaviena.
M je navic omezena - jde o prunik valce a roviny. Mame tedy |z| <1, |y| <1,
odsud —1 < z < 3. Tedy M je kompakt.

Tedy funkce f nabyva na M extrémi.

1.0

Figure 3: Obarveni povrchu naznacuje funkéni hodnotu
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Figure 4: Takto vypada vazba

e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech. Predpoklady jsou splnény
(viz vyse).
— Vysetfeme body, kde jsou vektory Vg; a Vgo linearné nezavislé. Hledame
tedy body, kde

Vgl = (17 -1, 1) = kvy? = (21"’23/70)

Tedy (x,y,z) = (0,0,0). Tento bod ale nelezi v M.

— VysSetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikitory A a p.

of dg1 dga
ox +A oz T ox 0
of dg1 dga
dy + A ay +u oy 0
of dg1 dga
0z A dy e 0z 0
g(z,y,2) = 0

Tedy

1+A-14p-22 =
24N —1+p-2y
3+X-14up-0
z—y+z—-1
2497 -1

I
o o o o o

Matematicka analyza 3, 2023/24, Kristyna Kuncova 9



Ze tfeti rovnice méme, ze A = —3. Z prvnich dvou rovnic mame

y= _ﬂ
(Vylouéili jsme moznost p = 0, protoZe nesplituje soustavu rovnic.)
Dosazenim do vazebni podminky ziskame

V29
p=E

tedy mame podezielé body [ﬁ, —%, 1-— 75

e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:

f<é9’_\/5§9’1_\/7§9> -0
f<_w2§9’\/5§9’1+x/7§9> -t

Tedy funkce nabyva minima v bodé [%, —%, 1-— ﬁ} s hodnotou 3 — /29

a maxima v bodé [—ﬁ, %, 1+ ﬁ} s hodnotou 3 + \/%

c 3
Ne)

(f) f(z,y) =22 +9% M = {[z,y] € R?: 522 — 6xy + 5y? — 4 = 0}
Regeni:
Zdroj: https://matematika.cuni.cz/dl/ikalkulus/KAP17.pdf
e Oznaéme g(x,y) = 52?2 — 62y + 5y> — 4 = 0 a G = R?. Pak lze vazebnou

podminku psat jako g(x,y) = 0. Navic f,g € C}(G) (polynomy).
Dale M = g~!(0). Tedy jde o vzor uzaviené mnoZiny pii spojitém zobrazeni,
tedy je M uzaviena.
M je navic omezené - jde o pootocenou elipsu (to by se ukazalo, kdybychom
,oto¢ili“ soustavu souradnic). Omezenost plyne z téchto odhadi:

52 +y?) =4+ 6xy < 4+ 3(z% +¢°)
tedy
2(x% +y?) < 4

Tedy M je kompakt.
Tedy funkce f nabyva na M extrémi.
e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech. Pfedpoklady jsou splnény
(viz vyse).
— VySetfeme body, kde mé g nulovy gradient. Hledame tedy body, kde

Vg = (10x — 6y, —6x + 10y) = (0,0).

Tedy (x,y) = (0,0). Tento bod ale nelezi v M.
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e |
05 | 1
a0 e . 0

— VysSetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikdtorem .

of dg
6x+)\ ox 0
of dg
5 g, =0
g(z,y) = 0

Tedy

204+ X (10x —6y) = 0
20+ A (—6z+10y) = 0
522 — 6zy +5y> —4 = 0.

7 prvnich dvou rovnic méme

z(BA+1) =3y
y(bA +1) =3z
Vylou¢ime moZnost A = 0, protoZe pak by byl fesenim bod (0,0), ktery
nespliiuje vazebni podminku. Analogicky vylou¢ime moznost (5A+ 1) = 0.
Uvazujeme-li x = 0, tak opét vyjde feseni (0,0). Analogicky pro y = 0.
Mizeme tedy obé rovnice vynasobit postupné y a x. Dostaneme
yz(5A + 1) = 3)y>
zy(5A + 1) = 3 2?

Tedy y = +x.
Dosazenim do vazebni podminky ziskdme pro y = x

522 — 622+ 522 —4=0

aproy=—x
522 4+ 622 + 522 —4=0

tedy mame podeztelé body [1,1], [-1,-1], [3,—1] a [—

].

N[
bo|—

)
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e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:

f1,1) =2
f<_17_1) = 2
b !
ey = 3

Tedy funkce nabyva minima v bodech [3, —3] a [—3, 3] s hodnotou  a maxima
v bodech [1,1], [-1, —1] s hodnotou 2.

Zkouskové priklady
Zdroj: https://www.karlin.mff.cuni.cz/"zeleny/vyuka.php
2. Najdéte globalni extrémy funkci na mnoziné M

(a) f(z,y,2) =ay+yz, M ={[z,y,2] eR®: 2* + > + 22 =L,z +y+2=1}
() fz,y,2) =z+e%, M ={[x,y,2] ER3: 22 +y? + 22 = 1,22 + ¢y = 22}
(¢) f(z,y,2) =2 +2w2+ > +2, M ={[r,y,2] eR3 : 2?2 + 2 + 22 = 1,2 = y? + 22}

3. Najdéte globalni extrémy funkci na mnoziné M

(a) flz,y) =a*y, M = {[z,y] e R? : 2* + y* < 16,2 > —1}

(b) f(z,y) =20 +4y, M ={[z,y] eR?*: Yz + Yy <1,z >0,y >0}

) f(z,y,2) =e = (22 +y +ay), M ={[z,y,2] e R3: a2+ 92 =1,]2| < 1}
(d) flwy) = (@2 + Ty)e B, M = {[z,y] € R? : 2? + 4y < 1}

4. Urcete maximalni mozny objem kvadru, jehoz hrany jsou rovnobézné se souradnymi
osami, jeden jeho vrchol lezi v pocatku a diagonalné protilehly vrchol lezi v mnoziné
M = {[z,y, 2], >0,y >0,z > 0,4z + 2y + z = 2.}
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Obé parcidlni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, tj. F' €
C?(G). Dale plati F(1,1) =0 a %(1, 1) = —1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze naSe rovnice urcéuje
v jistém okoli bodu [1,1] implicitn& zadanou funkei proménné z, ktera sama je t¥idy C2.
Funkci oznacme ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

2@ + p(z)® - 20(z) = 0.
Tento vztah si pfepiSme na tvar

eP(@)logz | rlogp(x) _ 2p(z) = 0.

Nyni postupné obdrzime

e¥(@)logz ((p’(a:) log z + —HQE::)> 4 gPlogwpia). (log p(x) + o\ (l)) —2¢'(z) =0,

o(z
i 2 ' .
ego(:t)log:c 2 (C,O',(:E)lf_)g:}: o ‘:O(T)) g Ega(:.-:)log:n : ((,9”(3;) IOg:E + 2‘:‘9 (m) _ Ho(f))
x x z
z¢'(x) )2
¢(z)
LeTloB () | (w’(m) A C)) +m”(¢r))99(3;) = m’(:r)(p’(x)) — 2"(z) = 0.
¢(z) ¢(z)
Dosadime-li z = 1 a pouzijeme-li ¢(1) = 1, dostaneme ¢’(1) =1 a ¢"(1) = 4.

P L OF (Iog o(z) +

(_ Priklad E4 : MnoZina M je omezend a uzaviend (jedna se o primik sféry a roviny),

‘ ~a proto je kompaktni. Funkce f je spojitd na M, takZe na M nabyvi svého maxima i

Q/b\ minima. Hledejme podezrelé body metodou Lagrangeovych multiplikdtori. Mnozina M je
urcena pomoci vazebnych funkci

'

gi(z,y,2) =2+ +22 -1, @gz,y,2)=z+y+2-1.

Obé funkce g1, g2 jsou tiidy C(R?) stejné jako funkce f. Pro parcialni derivace té&chto
funkei plati

of . - dn _ 092 _
%(J‘v ys") =1, 5’("5} yaz) . 23:} %(mrya") - 1?
of e oo , - gs,
Fy(xayah)_w_’_‘-} %(aﬂya“)_zy& a—y(%yw)—l,
-g(ny,Z)zy, %i;(n?,z}=2z? %(mm):l‘

Vektory (2z,2y,22), (1,1,1) jsou linedrné zavislé, pravé kdyz = = y = z. Zadny takovy
bod ovSem nelezi v mnoziné M. Nyni budeme Fesit nasledujici soustavu

(1) Y = A12z + A9,
(2) T +2z= A2y + Mg,
(3) ¥ = A2z + Ao,
(4) Yyt +2° =1,

(5) ntytz =1



Z (1) a (3) vyplyvd A\jz = A\1z. To znamend, Ze mame dvé moZnosti: bud A\; = 0 nebo
T =z

V prvnim piipadé dostaneme nejprve z (1) y = A2. Odtud a z (2) obdrZime z + z = y.
Tento vztah spolu s (4) a (5) dava podezielé body

-VE/AY2 0+ V4|, A+ VB/A1/2 (- VE)/4.
Ve druhém pfipadé dostaneme pomoci vztahi (4) a (5) podezfelé body
0,1,0,  [2/3,-1/3,2/3)].
Porovnanim funkénich hodnot v podezfelych bodech zjistime, Ze funkce f nabfva na

mnoziné M minima v bodé [2/3, —1/3,2/3] a maxima nabyva v prvnich dvou podezielych
bodech.

Priklad E5 : Funkce, kterou mame integrovat, je definovana na R\ {r/2+kn; k € Z}. My
budeme hledat primitivni funkei na intervalu (—7 /2, 7/2). PouZijeme substituci cosz = t.
Dostaneme —sinx dz = dt. Nyni je tfeba spocitat:

=]
dt.
/ t+t3

Provedeme rozklad na parcialni zlomky, které pak zintegrujeme

-1 t 1 1 2t 1
dt = —=)dt== | —5dt— [ =dt
/t+t3 /(1+t9 t) 2/1+t2 ft

[

=5 log(1 + %) — log |t|. t € (—00,0) nebo t € (0, +00).

Podle véty o substituci mame:

sinx s 11
—————dz = ;log(1 +cos’z) — 4 z € (—7/2, :
./“c@s:r—|rc0339;dm 2 0g(1 + cos” z) — log | cos z|, t € (—m/2,m/2)

Urcity integral spo¢teme pomoci pravé vypodctené primitivni funkece a dostaneme

/“/3 sin p 1 1 5
et 1 Ll el b ] L]
o COST+cosdz e



Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (G)
LS 1997-98

Priklad 1 : Naleznéte matici inverzni k matici

1 2 1 3
-1 0 0 -1 :
A= 1 01 1 -1 (10 bodi)

1 -3 -2 0
Priklad 2 : Urcete definiéni obor funkee f, spoctéte jeji parcialni derivace viude, kde

existuji, a napiste rovnici te¢né roviny v bodé [1,2];

f(z,y) = (arctg(v/z2 + y2))*. (10 bodu)

Priklad 3 : Ukazte, Ze rovnice
esin z? 4 esin Ty _ 27.} 49

uréuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkei (proménné z). Spoététe prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodi)

1| Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existujf) na mno#iné M.
"R T
L ‘g) fl@,y,2) =%+ ™ M= {[z,y,z] eR% 2 +y? +2%2 =1, 22+ 2 = 2%}
(15 bodi)

Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkci

/ 22 + 52+ 5

T D@ +22 19 dx (15 bodn)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (G)

LS 1997-98

Priklad G1 : Standardnim postupem obdrzime

1 2 1 3 1 0 0 0 1 2 1 3 1 0 0 0
-1 0 D =189 1L 90 0 e 2 1 2 1 1.0 0
1 1 I =1 0 0 1 0" 0O -1 0 -4 -1 01 0}
1 -3 -2 0 00 01 0 -6 -3 -3 -1 0 0 1



Funkce ' je definovana na R?. Pro parcialni derivace £ plati:

%g(:r,y) = e"n7" . cosz? . 2x 4 eSOV coszxy - Yy,
or g
a—(m,y) =e¥""" . cosxy - T — 2.

Y

Obé parcidlni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, tj. F €
C?(R?). Déle plati F(0,0) = 0 a %E(0,0) = —2 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze nase rovnice
urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkei proménné z, ktera sama je t¥idy
C?. Funkci oznatme ¢ a jeji derivace vypoditejme postupnym derivovanim vztahu

esin:rz i esin rp(z) 2(;)(1,) —2=0.
Postupné obdrzime
esin 22 COSZL‘2 O +esina:<p(:r.) COSE{,D(.’E) . (SO(SG) i IB(;?!(.'I?)) N 2@’(:8) =)
e | (cosz? - 2z)2 — ¢im * sing? - 422
+em= . cosz? - 24 €572 (cos 2p(2) - (ip(2) + 7 (2)))?

—eSn T2 sin 2() - (9(z) + 29/ ()2 + 5222 cos zp(x) - (20 (T) + zp" (z))
—2¢"(z) = 0.

Dosadime-li z = 0 a pouzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) = 0 a ¢©”(0) = 1.

TPf‘iklad G4 : Mnozina M je omezend a uzaviend, a proto je kompaktni. Funkce f
je spojita na M, takZe na M nabyva svého maxima i minima. MnoZina M mé prazdnj

A\ vnitrek.
z Podezielé body hledejme metodou Lagrangeovych multiplikdtorti. MnoZina M je urcena
pomoci vazebnych funkci
a(@y2)=c*+y*+22 -1, g(r,y,2) =22 +y% - 2~

Funkee f, g1 i g2 jsou tfidy C'(R?). Pro parcialni derivace téchto funkci plati

of o 0go

el q — pTY i i o A= » T 4 Z2) = G
g (&Y 2) = ey, 5y (L1 Y:2) = 22, B (O Y 2) = 22,
8f Ty 891 892

— — Ly B (T ”" . = 2 . ] 4 z = ¥
By (z,y,2) =e™x By (z,y,2) = 2y, Dy (z,9,2) =2y
o) 0 0

a—f(w}y,z) = 1. %(m,y,z) = a—iz(z,y,z) = —2z.

Vektory (2z,2y,2z), (2z,2y, —22) jsou linearn& zavislé, pravé kdy? z = 0 nebo z = y =
0. Z4dny takovy bod nelezi v mnoziné M. Nyni budeme fesit nasledujici soustavu

(1) ey = A2z + A2z,
(2) e = A2y + A2y,
(3) 1= M2z - A2z,
(4) 22 +y? +22 =1,

(5) 22 +y2— 22 =0,



Z (4) a (5) vyplyva, ze z = +1/v/2. Odecteme-li (1) od (2) dostaneme
e (@ —y) = —2(A1 + A2)(z — y).

Z posledni rovnice plyne, ze bud # = y nebo ¢ = —2(A\; + \2). V prvnfm p¥ipadé
dopocitame ze (4) tyto podezielé body

1/2,1/2,1/v2], [1/2,1/2,-1/V2], [-1/2,-1/2,1/v23], [-1/2,-1/2,-1/2).
Ve druhém piipadé dosadime za e*¥ do (1) a dostaneme
=2y(A1 + A2) = 2z(A1 + No).

Nyni méme opét dvé moznosti: bud z = —y nebo A; + Ao = 0. Prvni mo¥nost déva
podezielé body

[1/23_1/2; 1/\/5]: [1/23_1/2$_1/\/§]1 [_1/21 1/291/\/§]~ [_1/2! 1/21_1/\/2_]
Druhd moznost spolu s (1) a (2) ddvd = = y = 0. Toto vSak nemuZe nastat vzhledem ke

(4) a (5).

Funkce f nabyvé maxima v bodech
[1/2,1/2,1/v2],  [-1/2,—1/2,1//2]
a minima

[-1/2,1/2,-1/V/72], [1/2,-1/2,-1/v2].

Priklad G5 : Funkce, kteron méme integrovat, je definovina na R \ {—1}. Provedeme
rozklad integrandu na parcialni zlomky, které pak zintegrujeme

222 + 52+ 5 1 2 dr + 7
‘ dz = [ - + dx
(z+1)(z? 4 2z + 4) 3 \z+1 z22+4+2z+4

2 1 2 2z + 2 1 3
N _/ —|—1d$+ /m3—|—29“+4d1+§/3:2+2$+4d$
B / d 4.2 / 2z + 2 +1/’ 1
B 3) r2+2x+4 3J (z+1)/v3)2+1

= 2 1 r+1
:—Io z+ 1| + = log(z? + 2z + 4) + — arct (—~—>,
3 gl | 3 g( ) 73 e | =

x € (—00,—1) nebo z € (-1, +00).




Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (H)

LS 1997-98

Priklad 1 : Urcete hodnost matice A v z4vislosti na parametru:
1
1

4 = (10 bod)

- bha =
NN £

—2

Piiklad 2 : Urcete defini¢ni obor funkce f, urdete kde existuji vlastni parcialni derivace
a spoCtéte je; napiste rovnici tecné roviny v bodé [1, 2];

sin(z cos y) z>0 .
. . (10 bodt)
cos(zsiny)+2 z<0

f(:r»,y):{

Priklad 3 : Ukazte, Ze rovnice
7/2 + arcsin(z + y*) = arccos(y + z?)

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné z). Spoététe prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodt)

| Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
|

: :' Fl®y;2) :m2+2:rz+y2—|-z
-‘2 ' M= {z,y,2] eR% 2?2 +y® +22 =1, z=9? 4+ 2%}

| (15 bodt)

Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkci

r4+1

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (H)

LS 1997-98

Priklad H1 : Pomoci Fadkovych elementérnich fiprav, které neméni hodnost matice,

dostaneme:
1l = =z 1 2: 1 1 2 1;
1 2 1 -2 1 4], 0 5 6
-2 1 4 1 =z =z 0 z—-2 -1



74
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proménné z, kterd je tiidy C2. Funkei oznaéme ¢ a Jeji derivace vypocitejme postupnym
derivovanim vztahu

arcsin(z + (())?) 4+ 7/2 — arccos(p(z) + z2) = 0,
1+ 20(z)¢'(z) ¢'(z) + 2
V1—(z+ (p(2))2)?  /1- (p(z)+ 22)2

5= @+ @@ (2 + (2(=)) - (1 + 20(@)¢ (@)
+(1 - (z + (tp(m))ﬁ)?)-% (24 (@) + 20(z)¢" (2))
—5(1 = (pla) + 22 (<2p(a) +02) - (¢'(2) + 20)?
+(1 = (p(2) + %)) 77 - (¢"(z) +2) = 0.

Dosadime-li z = 0 a vyuZijeme-li (0) = 0, dostaneme ¢’(0) = —1 a ¢ (0) = —4.

3 Priklad H4 : Polozme

a@yz)=2+1y2+22 -1, gl 4, 2) =1 — y* — 22,

Obé funkce jsou spojité a proto je mnoZina M uzavieni. Mnozina M je obsaZena v jednot-
kové kouli o stfedu v pocatku - je tedy omezena. Z charakterizace kompaktnich podmnoin
R™ vyplyvé, Ze M je kompaktni. Funkce f je spojitd a proto nabyva na M svého maxima
i minima. Hlpde_]me podeztelé body pomoci Lagrangeovych multiplikitort. Vidime, %e

fy g1, g2 € C! (Rg)

8f . (95-‘1 - 39‘2 » =
5;($_._.g)—2$+24 D —(z,y) =2z %(.L,y)_l
of B 691 0g2

@(m,y) =2y En (z,y) =2y Dy - (z,y) =

d b3)

55(93, y) =2z +1 gl 5, (&Y) =22 dg2 5, (oY) =

Zkoumejme pro kterd [z, y, z] € M jsou vektory (2z,2y, 22), (1, —2y, —2z) linedrnd z4vislé.
Jde tedy o to zjistit, kdy je hodnost nasledujici matice mengi ne? 2.

1 -2y -2z
2z 2y 2z
T¥eti fadkovou elementarni ipravou dostaneme
1 -2y -2z
2041 0 0o/

Hodnost této matice je mensi nez 2, pravé kdyz r = —1 5 nebo y = z = 0. Neni obtiZné
dosazenim zjistit, Ze body spliujici nékteroun z téchto podmmek nemohou lezet v M.



Nyni feSme soustavu:

(1) ?+yf 422 =1

(2) r= y2 -+ 22

(3) 2T + 2z =2\ + A9
(4) 2y = 2\1y — 2oy
(5) 27 +1=2X\2 — 22

Z (1)a(2) vyplyva 22 + 2 —1 =0, tj. = = 3(—1 £ V/5). Vzhledem k (2) musf bjt =
nezaporné a proto nas zajima pouze kladny kofen kvadratické rovnice, tj.
(6) = (V5—1)/2.
Z (4) vyplyvé, ze bud y = 0 nebo A; — Ay = 1. V prvnim pfipads vypodteme z (2) a (6),
ze z = +1/(v/5 — 1)/2. Odtud dostévame podezielé body

|a-1720./(5-172]. (5= 12,0, /15 - /2.

Ve druhém piipadé plyne z (5) = + § = z. TakZe z = /5/2. Z (2) plyne y? = 2 — 22. Po
dosazeni mame y? = (2v/5 — 7) /4 < 0 - coz neni mozné.
Dosazenim zjistime, Ze funkce f nabjyvéa na M svého maxima v prynim podezielém bodé
La, minima ve druhém.

Priklad H5 : Funkce, kterou méme integrovat, je definovéna na R a je na R Spojita.
Pouzijeme Eulerovu substituci v/z2 + z + 1 = z + ¢. Pak dostaneme

1—t? —2t% + 2t — 2
= dp= O TS g
= =1 (2t —1)2
Je tfeba nalézt primitivni funkci
2
/ mgtl —2t2+2t—2dt: —2(2t—t2)dt
et (2t—-1)2 (2t — 1)2

Plati
—2(2t—1t%) 1 1 4t+1

(2t-1)2 ~ 2 2(2t-1)2
RozloZime-li druhy vyraz na parcialni zlomky dostaneme

—2(2t — £2) 1, 1 3 1 [ 2
T e S 2 o F _m s dt
/ (2t —1)2 y /2 2_/(2t—1)2d 2/2:—1
e 1 3
£ ] s 13 , +00).
2t+8t—4 , t€(=00,1/2) nebo t € (1/2,+0c0)
Podle véty o substituci dostavame

z+1 1
Vi real gV tetl-a)

3 1
o —=log|2v/z2 4+ 2 +1—-2x—1]|, z € R.
8(Val+az+1—-z)—4 2 B |

1




Dosadime-li z = 7 a pouZijeme-li (7) = 0, dostaneme ¢'(7) = 0 a ¢”(7) = 0.

fiklad A4 : Mnozina M je omezend a uzaviena, a proto je kompaktni. Funkce f je
pojita na M, takZe na M nab§va svého maxima i minima. Spo¢téme parcialni derivace
funkce f a zkoumejme, zda uvnit¥ mnozin M existuje bod, kde jsou obé parcialni derivace

funkce f nulové.

3

of _ of _ .a ‘ .
%(:ﬂ,y) ‘_4$ y'-‘ 8y(3ﬂjy)_x 4 [j‘?y] E]R .

Obé parcidlni derivace jsou nulové pro [0,y]; y € (—2,2). Hranici mnoziny M si rozdélme
na dvé ¢asti:

H ={[z,y) € R%} z* +y* = 16,2 > -1}, Hy = {[-1,y] € R* y € (— V15, V15)}.
Pro nalezeni podeztelych bodii na mnozing H; pouzijeme metodu Lagrangeovych multipli-

katoru. Vazebna podminka je uréena funkei g(z,y) = 2% + y* — 16, ktera je (stejné jako f)
t¥idy C'(R?). Pro parcidlni derivace funkce g plati

0 3]
a_,i(:cay) :41'31 a_i(mt?) :493} [‘Tat] ERQ'

Pro kazdé [z,y] € H; plati —g%(:r,y), g-g(m, y)) # (0,0). Redme nasledujici soustavu

(1) z* + y* =16,
(2) 4x3y = Maz3,
(3) z* = My?.

Z (2) vyplyva, 7e x = 0 nebo y = X\. V prvnim piipadé dostaneme z (1), e y =22, ¥
druhém p¥ipadé dostaneme z (3), Ze x = v/2y nebo z = —+/2y. Dosazenim do (1) obdrzime
body

[2\/52 [2\/5 2 [2\/52 2v2 2
Posledni dva body ovSem nespliuji podminku z > —1.
Zkoumejme chovani na mnoZiné H,. Funkce f mé na H, tvar:

f(-Ly)=y  ye(-V15V15).
Dalsimi podezielymi body tedy jsoun
-1, V18],  [-1,-V13]

Porovnéanim funkénich hodnot v podezielych bodech zjistime, 7e f nabjv4 maxima na

mnoziné M v bodé [2@/@, %} a minima v bodé [2—3\%, —qj—g]



Funkce [' je definovédna na R? a pro jeji parcialni derivace plat:
oOF

—(5[?., y) = Smsy e 3332 = Y,

oz

OF

—(z,y) = 22" + 3y* + z.

dy

Obé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, tj. F €
C%(R?). Déle plati F(1,0) =0 a g—;(l, 0) = 3 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze nade rovnice uréuje
v jistém okoli bodu [1,0] implicitné zadanou funkci proménné z, ktera sama je t¥idy C2.
Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

20 0(@) + % + p(a)® + 2p(@) — 1 =0,
82°p(z) + 22 ¢ (z) + 32 + 3p(2)%¢' (z) + p(z) + z¢' (2) = O,
242%p(z) + 82°/(x) + 8%/ (z) + 207" (2) + 62 + 6p(2)('(2))? + 3p()" ()
+¢'(z) + ¢/ (z) + z¢" (z) = 0.

Dosadime-li z = 1 a pouzijeme-li ¢(1) = 0, dostaneme ¢’(1) = —1 a ¢"(1) = 4.

Priklad B4 : MnoZina M je omezeni a uzaviena, a proto je kompaktni. Funkce f je
spojitda na M, takze na M nabyva svého maxima i minima. Spoc¢téme parcialni derivace
funkce f a zkoumejme, zda uvnitf mnoZiny M existuje bod, kde jsou obé parcidlni derivace
funkce f nulové.

of o

= OF . o o 2 gl
o1 '.'y) =2, _—(:va) =4, [:E?y] € R”.

oy

Obé parcidlni derivace jsou vzdy nenulové a proto f nabyvéa extrémii na hranici M. Hranici
mnoziny M si rozdélme na t¥i ¢asti:

Hy={z,y) eR? Yz + yy=1,2>0, y > 0},
H> = {[0,y] e R* y € (0,1)},
H3 = {[z,0] € R* z € (0,1)}.

Pro nalezeni podezielych bodii na mnoZing H; pouZijeme metodu Lagrangeovych multipli-
katori. Vazebnd podminka je urcena funkei g(z,y) = /z + Wy — 1, ktera je (stejné jako
f) tiidy C' na prvnim otevieném kvadrantu. Pro parcilni derivace funkce g plati

dg I . 0 1 .
5, (@ y) = 274, %(-’Esy): v z>0,y>0

Pro kazdé [z,y] € H, plati (ggf(ac,y), gﬁ(m, y)) # (0,0). Re¥me nasledujici soustavu

(1) \4/5_1' \4/@: 11
(2) 2= Aim_e’“,

1
(3) Hi= )\Zy_g'm.



Z (2) a (3) vyplyvé, ze x = 23/2y. Dosazenim do (1) obdrzime podezfely bod

243 1
(21/3 -+ 1)4 ¥ (21/3 + 1)4

Zkoumejme chovani na mnoziné Hs. Funkce f mé na H, tvar:

fO,y) =4y, ye(0,1).

Dal8imi podezielymi body tedy jsou [0, 0], [0,1].
Podobné zkoumejme chovani na mnoziné Hz. Funkce f ma na Hj tvar:

Fl&,0)= 29, z € (0,1).

Podezrelymi body tedy jsou [0,0], [1,0].
Porovnanim funkénich hodnot v podezfeljch bodech zjistime, %e f nabyva maxima na
mnoZziné M v bodé [0,1] a minima v bodé [0, 0].

Priklad B5 : Funkce, kterou mame integrovat, je definovdna na R\ {—1}. RozloZme nasi
funkei na parcialni zlomky:

222 + 31 +2 1 Loy |

(x+1)(z2+2+1) &m+1+m2+m+1'

Nyni integrujme jednotlivé parcialni zlomky:

1 c
/ dz = log |z + 1|,
-1

/’ T+1 i 1/ 2r +1 d +1/ dx
—_—dr = — _— —_ —
24+r+1 2) 2+z+1 a 2) 224241

= %log(:r2+:f:+1

1 dx
)+§f($+1/2)2+3/4
dx
2 +1)/v3)2+1

e 1 1 2z +1
= Zlog(z®? +xz+ 1) + — arct (—)
5 g( ) 7 e =z

1. ., 1 4
e = - 15 W
2log(:c + 1+ )-|-2 3/((

Dohromady tedy mame

/ 222 + 31 + 2
(

c 1 1 2$_+_1
B = 1 —1 2
1*+1)(-’I?2+3:+1)d" log |z + |+20g(3: +:‘C+1)+—arctg( )

V3

o

na intervalech (—oo, —1) a (—1, +00).
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v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkei proménné z, ktera sama je t¥idy C2.
Funkci oznac¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

log(z” + ¢(z) + cos(zp(x))) + p(z) = 0,

1 ! i 1 Ff R
22 + o(2)2 + cos(zp(z)) (22 4+ 2p(2)p' (z) — sin(zp(z)) (¢(z) + 2¢'(z))) + ¢ (z) =0,
- "z) — sin(ze(z)) (o(z) + 0’ (x)))?
T AT e | (28 +20() @) = sin(ap(e)) (p(a) + o/ (@)

: "z ",
T + ()2 + cos(zp(z)) (24 2(¢'())* + 20(x)¢" (z)

— cos(z(2))((2) + 2¢'(2))? ~ sin(zp(2))(2¢ (x) + 20" (2))) + ¢ () = 0.

Dosadime-li z = 0 a pouzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢'(0) = 0 a " (0) = —2.

Priklad C4 : Mnozina M je omezena a uzaviena, a proto je kompaktni (jedna se o plast
vélce bez podstav). Funkee f je spojita na M, takze na M nabyva svého maxima i minima.
Vnitfek mnoZiny M je prazdny. Z tvaru funkce f vypljva, Ze

flz,9,1) = f(z,y,-1) < f(z,9,2) < f(z,9,0), [z,9,2] €R3, 2 € (~1,1)\ {0}.

Maxima se musi tedy nabyvat na mnoziné M N {[z,y,z] € R%* 2 = 0} a minima na
mnoziné M N {[z,y,2] € R? z = —1nebo z = 1}. Polozme g(z,y) = 22 + zy + y% a
vySetfujme extrémy g na mnoziné H = {[z,y] € R?; 22 +y? = 1} metodou Lagrangeovych
multiplikdtori. Vazebna podminka je uréena funkci h(z,y) = z® + y? — 1. Plati g,h €
C*(R?). Pro parcialni derivace funkce h plati

Oh Oh
5p (5 Y) = 2, a—y(ﬂ?, y) = 2y.

Pro kazdé [z,y] € H méme (22(z,y), g—;(m,y)) # (0,0). Resme nasledujici soustavu

(1) 2+t =1,
(2) - 2z + y = A2z,
(3) z + 2y = A2y.

Sectenim (2) a (3) dostaneme
(3—2))(z +y) =0.

To znamena, Ze bud z = —y nebo A = 3/2. V prvnim p¥ipadé dostaneme z (1) po-
dezielé body [1/v?2,—1/v?2], [-1/v2,1/v2]. Ve druhém p¥ipadé s pomoci (2) odvo-
dime z = y a (1) dévé podezfelé body [1/v2,1/v2], [-1/v/2,-1/v/2]. Funkce g na-
byvé minima na mnoziné H v bodech [1/v/2, —1/v/2], [-1/v/2,1//2] a maxima v bodech
V2, 1/VE), [1/V2,-1/v3).

Z vyse uvedeného vypoétu vyplyva, Ze funkce f nabyva minima v bodech

[-1/v2,1/v2,-1], [1/V2,-1/v2,-1], [-1/v2,1/v2,1], [1/v/2,-1/V2,1]



a maxima v bodech

[1/v2,1/v2,0], [-1/v2,-1/V2,0).

Priklad C5 : Funkce, kterou mame integrovat, je definovana na R \ {2}. Rozlozme nasi
funkci na parcialni zlomky:

2;1:3—|-4:1:2—19:z:+16_ A i B 4 Cx+D
(x—2)2(z2+z+4) (z-2)2  (z-2)  z2+zx+4

Vyfesenim odpovidajici soustavy linedrnich rovnic dostaneme rozklad

22° +42? — 192+ 16 1
(x—2)2(z2+z+4) (z—2)2

1 1 2z+31
(—-2) 5 z24+zx+4

"3
5

Integrace prvnich dvou parcidlnich zlomk je snadna. Integrujme

2z + 31 2241 15
————dr= | —————dzr+30 dx
_[:1:2—|—$+4 i /$2+m+4dir+3/(:::+1/2)2+15/4 ‘

{ 1

:log(ﬂfz+$+4)+8f 3 dz
((2z +1)/v15)" +1

C 2 1
:10g(m2+m+4)+4\/5"“’“g( 3:;5 )

Dohromady mame

f2$3+4$2_19$+16 mg_#+§lo |z — 2|
e +o+d) ¥ 525"
Gy 2+$+4+ - a,rctg( )
5 og(z ) ! V15

pro r € (—o0,2) nebo z € (2, +00).
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Priklad F4 : MnoZina M je omezend a uzaviens (Jedna se o elipsu), a proto je kompaktni.
“unkce f je spojita na M, tak¥e na M nabyva svého maxima i minima. Hledejme nejprve
podezielé body uvnitf mnoziny M. Pro parcialni derivace funkce [ plati:

0

gg(x, y) =2z - ¢~ (22707 4 (22 + Ty e~ (2= (—4x),
0 52,2 52,2
%(r,y) =1y e 20 4 @ 4 7y)em 0 (gy),
Uvnitf mnoziny M hleddme ty body, kde Jsou obé parcidlni derivace nulové. To jsou pravé
ty body z M, které spliji

2z(1 - 2(z® + 7y%)) =0,
2y(7 — (2% + 792)) = 0.
Resenim této soustavy jsou body [0,0], [1/v2,0], [~1/v/2,0], [0, 1], [0,—1], pouze prvni
t¥i vSak lezi uvnitf mnoZiny M.
Podezielé body na hranici M hledejme metodou Lagrangeovych multiplikdtord. Mno-
zina H(M) je ur¢ena pomoci vazebné funkce

9(z,y) = 2° + 4y? — 1.
Funkee f i g jsou t¥idy C!(R?). Pro parcialni derivace g plati

dg _ Jg "
5, (%1Y) = 2, 83{(&"-}9) = 8y.

Vektor (2z,8y) je nulovy, pravé kdy? [z,y] = [0,0]. Tento bod oviem nelezi na hranici
mnoziny M. Nyni budeme fesit ndsledujici soustavu

(1) 2z - e~ (22" +y%) 4 (22 + Ty?)e~ =437 (—4z) = 2z,
(2) 14y - e~ (22" 497) (@2 + 7y?)e =) (—2y) = 8\y,
(3) 7%+ 4% = 1.

Z (1) vyplyvé, ze x = 0 nebo e~ 22" +¥™)(1 — 2(z® + 7y%)) = A az (2) vyplyva, Fe y = 0
nebo e~ (2" 4% (7 — (32 4. 7y?)) = 4X. Pokud z = 0, pak podle (3) je y = £1/2. Pokud
y =0, pak podle (3) je z = +1. V pfipadé, e z £ 0 a y # 0, musi byt

46N (1 _2(2% 4 TyP)) = e~ B H)(7 _ (22 4 7y2)).

Odtud plyne 7(z* + 7y?) = —3, co? je spor.
Nalezli jsme tyto podezielé body

[030]1 [1/\/5}0]? [—1;’\/5,0], [0*1/2]3 [O}_-1X2]! [1?0].‘ [_1’0]'

Funkce f nabyva maxima v bodech [0,1/2], [0, —1/2] a minima v bodé [0, 0].
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Bonusové priklady

5. Farmar a fafmarka maji 100 m pletiva a radi by oplotili pozemek pro ovce tak, aby mél
co nejvetsi plochu. Trvaji na tom, Ze pozemek bude mit tvar obdélniku. Jezto je u feky,
staci jej oplotit ze 3 stran. Jaké bude zadéni za pomoci Lagrangeovych multiplikatora?

Figure 5: https://www.cbr.com/shaun-the-sheep-best-worst-episodes-imdb/

Reseni: (a)

6. Ve kterém z bodi A, B, C, D se nachézi
minimum funkece f(z,y) = y vzhledem ke
kiivce na obrazku?

Zdroj: https://www.cpp.edu/conceptests/question-library/mat214.shtml

ReSeni: A

Matematicka analyza 3, 2023/24, Kristyna Kuncova 13


https://www.cpp.edu/conceptests/question-library/mat214.shtml

