11. cviceni — Extrémy
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

1. Najdéte lokalni extrémy funkei

(a) flz,y) =2+ (y—1)
ReZeni:
Podotknéme, Ze je evidentni, Ze funkce f je nezédporna a nuly nabyva pouze v bodé
(0,1), kde tedy nabyva globalniho minima. Pojdme nicméné vySetfit existenci
extrémi standardnim postupem. Funkce f je definovana na R?. Parcialni derivace

of of
— =2z, — =2(y—1

pe By (y—1)

jsou spojité, tudiz f mé v kazdém bodé totalni diferencial. Jediné body podezielé
z lokalnich extrému jsou tedy stacionarni body, tj. body, kde jsou obé parcialni

derivace nulové. V jinych bodech funkce f nemuze mit extrém. ReSenim rovnic

2z =0, 2(y—1)=0

vidime, Ze jedinym stacionarnim bodem je bod (0,1), kde, jak uZ jsme zminili
funkce zifejmé nabyva globalniho minima. Nemusime tedy vySetfovat definitnost
matice druhého diferencialu (navic bychom tak dostali pouze informaci, Ze jde o
lokalni minimum).
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Funkce f je definovana na R?. Parcialni derivace

of of
— =2z —=-2(y—-1
jsou spojité, tudiz f ma v kazdém bodé totalni diferencial. Jediné body podezielé
z lokdlnich extrémi jsou tedy stacionarni body, tj. body, kde jsou obé parcialni
derivace nulové. V jinych bodech funkce f nemuizZe mit extrém. ReSenim rovnic

20=0,  —2@y-1)=0

vidime, Ze jedinym stacionarnim bodem je bod (0, 1). Oproti pfedchozi tloze neni
automaticky vidét, zda se v tomto bodé nabyva extrému. VySetfime tedy definitnost
matice druhého diferencialu, tj. matici

2r  2f
oz? Ozxdy
( 82f 82f )

Oyox  0y?

Urceme tedy nejprve druhé parcialni derivace. Mame

822~ 7 a2 7 By&r:@x@yzo

R _, P, P P

Matice druhého diferencialu (v bodé (0, 1)) méa tedy tvar

(5 %)

a jeji hlavni determinanty jsou Dy = 2 > 0, Do = —4 < 0. Protoze druhy
hlavni determinant (tedy determinant celé matice) je zaporny, je matice druhého
diferencialu indefitni, extrému se tedy v bodé (0,1) nenabyva. Funkce f tedy v
zddném bodé nema lokalni extrém.

(c) fla,y) =a®+y* —3ay
Regeni:
Funkce f je definovana na R?. Spoc¢téme jeji parcialni derivace. Mame
of _ of
o=

L =3z2-3 —L = 3y% — 3a.

Stacionarni body jsou ty, ve kterych jsou obé parcialni derivace nulové. Najdeme
je TeSenim soustavy

32?% — 3y =
3y2 -3z =
Kracenim trojek, vyjadienim y = 2 z prvni rovnice a dosazenim do druhé dostaneme
rovnici
ot — = 0,

ktera ma vzhledem k rozkladu 2% — 2 = (2% — 1) = 2(z — 1)(2? + 2+ 1) dvé fedent,
1 =0axy =1. Témto dvéma fesenim piislusi reSeni y; =0 a yo = 1.
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Druhé parcialni derivace jsou
0% f 0% f 0% f 0% f
—5 = 6z, —= = 6y, = =
Ox2 Oy Oydx  OJxdy

Matice druhého diferencialu v prvnim stacionarnim bodé (1,1) je tedy

6 -3

-3 6
hlavni subdeterminanty jsou D1 = 6 > 0, Dy = 36 — 9 = 27 > 0, matice je tedy
pozitivné definitni a v bodé (1, 1) ma tedy funkce f lokalni minimum f(1,1) = —1.

Matice druhého diferencialu ve druhém stacionarnim bodé (0, 0) je oviem

0 -3
-3 0
je tedy indefinitni, funkce f v bodé (0,0) tedy nenabyvé extrému.
(@) fla,y)=e v (2" + %)
Reseni: Piiklad mame odsud: http://homel.vsb.cz/ kre40/esfmat2/fcevic

eprom.html
Funkce je C*°(R?). Spoc¢teme prvni parcialni derivace

% = —2ge "V’ (x® +2y% — 1)
Z—i = —2ye~®" Y (2% + 292 — 2)

a polozime je rovny O. Resime tedy tuto soustavu:
—2ze Y (2% + 24> — 1) = 0
—2ye "V (12 + 27 —2) =0

Matematicka analyza 3, 2023/24, Kristyna Kuncova 3


http://homel.vsb.cz/~kre40/esfmat2/fceviceprom.html
http://homel.vsb.cz/~kre40/esfmat2/fceviceprom.html

Protoze e~ (@) > 0, dostavame
—2x(z®* + 24> —1)=0
—2y(x? +2y* —2) =0
Z 1. rovnice plyne, ze bud = 0 nebo 2% +2y> — 1 =0.
e 1 = 0 Dosadime do druhé rovnice:
—2y2(y* —1) =0

tedy mame podeztelé body (0,0), (0,1), (0,—1).
e 22 +2y? — 1 = 0 Dosadime do druhé rovnice:

—2y(-1) =0
tedy y = 0. Dosadime zpét do podminky:
2> —1=0.

Tedy mame podezielé body (1,0), (—1,0).
Celkem mame 5 podezielych bodu: (0,0), (0,1), (0,-1), (1,0), (—1,0).

Pro urceni extrému spoc¢teme 2. derivace

2
% = eV (4 4 222 (4y® — 5) — 4y? + 2)
2 2
8(2182 - aigy = 20e™" TV (2?2 — 1) + 4y’ — 82 + 1)
2
g—y]; = eV (22(4y? — 2) + 8y* — 20y% + 4)

Sestavime Hessovu matici a dosadime do ni podezielé body. Dle Sylvesterova
kritéria uréime definitnost matice a pripadné lok. extrémy.

e (0,0)
2 0
0 4
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e (0,1)

—2/e 0
0 —8/e
Lok. maximum.
o (07_1)
—2/e 0
0 —8/e
Lok. maximum.
e (1,0)
—4/e 0
0 2/e
Neni extrém.
hd (_170)
—4/e 0
0 2/e

Neni extrém.

(e) flz,y) =zy+ % + ?, z,y >0
Reseni:
Funkce f je dle zadani definovana na prvnim kvadrantu. Spoctéme jeji parcidlni
derivace. Mame

of _, %0 ~of 20
ar YT oy Y2

Matematicka analyza 3, 2023/24, Kristyna Kuncova )



Stacionarni body jsou ty, ve kterych jsou obé parcialni derivace nulové. Najdeme
je TeSenim soustavy

50
-= = 0
T
20
r—— = 0.
Yy
Z prvni rovnice mame, ze y = i—g, dosazenim do druhé a prenésobenim jmeno-
vatelem ziskdme rovnici
20 4
r— =z =0
50

Jejf feSenf jsou 71 = 0 a 19 = ¢ % = /125 = 5. Prvni feSeni oviem nemiize byt
¢asti TeSeni celé soustavy. Odpovidajici hodnotou pro druhy kofen je yo = % =2
Funkce f ma tedy (v prvnim kvadrantu) jediny stacionarni bod (5, 2).

Druhé parcialni derivace jsou

v or w2
ox2 a3’ oy? oy’ oydx  Oxdy

Matice druhého diferencialu v bodé (5,2) je tedy
4

= 1

1 5
hlavni subdeterminanty jsou D; = % > 0a Dy =4—-1= 3 > 0, matice je
tedy pozitivné definitni a funkce f ma tudiz v bodé (5,2) (ostré) lokalni minimum

£(5,2) = 30.

(6) f(r,9) = (2 —y+1)?
Reseni:
Je vidét, ze funkce f je nezaporna. Ve vSech bodech pfimky x —y + 1 = 0 tedy
nabyva globalniho minima. Presvédc¢ime se, Ze jiné extrémy funkce f nemé. Par-
cialni derivace jsou
of
o

of

2@ —-y+1), %_—Q(x—y+1).
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Je zjevné, Ze obé parcialni derivace jsou nulové pravé v bodech zminéné piimky. V
jinych bodech se tedy extrému nenabyva.

(8) f(z,y,2) =2®+ 3+ 2% — 3(2y + z2)
Reseni:
Priklad je z http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPa
rtCv.pdf

Najdeme prvni parcialni derivace

of

%:3:62—314—32
of o 9
%:322—31‘

Polozime je rovny 0 a najdeme podezielé body. Vysledek: (0,0,0) a (V/4, ¥/2, v/2).

Spocteme 2. parcidlni derivace a sestavime Hessovu matici

6z -3 -3
-3 6y 0
~3 0 62
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V bodé (0,0,0) mame

0o -3 -3
-3 0 0
-3 0 O

Upravime symetrickymi dpravami a zjistime, Ze matice je indefinitni - tedy zde neni
extrém.

V bodé (V/4, V/2, v/2) mame

674 -3 -3
-3 6v2 0
-3 0 62

Ze Sylvesterova kritéria plyne, Ze matice je pozitivné definitni a tedy zde je lok.
minimum.

2. Najdéte lokalni extrémy funkci

(a) f(z,y) = 2y? — dzy + 2* + 3
Reseni: Prvni derivace:

of

= —dy + 42°
Oz Y+ 4x
of
L =dy—4
oy g

Rovnice poloZzime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde (0,0), (1,1), (=1, —1).
Druhé derivace

o0 f

— " = 2
92 12z
0% f B 0% f _ 4
oyor  Oxdy
0% f
o

Dosadime body do Hessovy matice V (0,0):

)
(%)

neni extrém.

V(1,1):

lok. minimum.
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V (-1,-1):

()

lok. minimum.

(b) fz,y) =y’ +y’x —2® —4da
Reseni: Prvni derivace:

of

2
A S
ox v
0
o1 = 3y* + 2yx
dy
Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde (—2,0), (6,—4),

(_%al)'
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Druhé derivace
*f _
0z2
*f o’ f
Oydxr  Ox0y
0?2 f

Dosadime body do Hessovy matice.
V bodé (—2,0) mame

lok. maximum.

V bodé (6, —4) mame

)

neni extrém.
V bodé (—3,1) mame

neni extrém.
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(c) flz,y) =22+ 92y? + 152° + 27y
Reseni: Prvni derivace:

0
or = 622 + 9y* + 30z
ox
0
—f = 18zy + 54y
dy
Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde (0,0), (—5,0), (—3,2),
(—3,-2).
Druhé derivace o
2 2
o°f _ o°f 18y
Oydxr  OJx0y
0% f

Dosadime body do Hessovy matice.

V bodé (0,0) mame
30 0
0 54

=30 0
0 —36

lok. minimum.

V bodé (—5,0) mame

lok. maximum.
V bodé (—3,2) mame

neni extrém.
V bodé (-3, —2) mame

neni extrém.
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(d) f(z,y,2) = 23+ 2% 4 120y + 22
Reseni: Priklad méme z http://www.math.muni.cz/~zemanekp/files/SRPzMAT
I_FRMU.pdf
Prvni derivace:

of

=322 4+ 12
9z 3x° 4+ 12y
of
- =2 12
ay y+ 12z
of
- =2 2
9z z 4+

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde (0,0, —1), (24, —144, —1).
Druhé derivace

82
8—;20:&5
oF _®f
Oydx  OJx0y
Iy
oy?
82f_
922
0% f B 0% f B
0xdz  020x
0% f B 0% f _o
oz 020y

Dosadime body do Hessovy matice. V bodé (0,0, —1) mame
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Neni extrém.
V bodé (24,144, —1) mame

144 12 0
122 0
0 0 2

lok. minimum.
(€) fz,y,2) =2’ +y° +2° = 3(xy + x2)

Reseni: Priklad mame z http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/op
ory/VybrPartCv.pdf

Prvni derivace:

of _ 4.2
of _ 4 2
—ay =3y° — 3z
of .,
& =3z 3z

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde (0,0,0), (4, v/2, v/2).
Druhé derivace

0*f
o2 = 00
?f  0*f B
oydx  Oxdy
0*f
— =6y
dy?
0*f
5.2 = 0%
*f  0*f B
0xdz  020x
0% f B 0% f B
oydz 020y
Dosadime body do Hessovy matice. V bodé (0,0,0) mame
0 -3 -3
-3 0 O
-3 0 0
Neni extrém.
V bodé (V/4, V/2, \3/5) mame
6v4 -3 -3
-3 6v2 0
-3 0 6v2

lok. minimum.
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2

(f) f(flfayaz):$3+y2+%—3xz—2y+2z

Reseni: Piiklad méame z https://is.muni.cz/el/1433/podzim2011/MB103/um
/Kapitola8_priklady.pdf

Prvni derivace:

of ., 2

B =3 3z
of

—— =2y —2

y 4

of

o, 2
s z—3r+

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde (1,1,1), (2,1,4).
Druhé derivace

62
8—;; = 6z
OF_,
Oy?
0% f B
822
0% f B 0% f _
oydx  Oxdy
0% f B 0% f __3
0z0x  0x0z
0% f B 0% f B
oydz 020y

Dosadime body do Hessovy matice. V bodé (1,1,1) je

0 -3
0 2 0
-3 0
neni extrém.
V bodé (2,1,4) je
12 0 -3
0 2 0
-3 0

lok. minimum.
3. Najdéte extrémy funkci na mnoziné

(a) f(x,y) =23 — 22%y + 3y na M = [~1;1]?
Reseni: Piiklad mame z https://matematika.cuni.cz/d1/ikalkulus/KAP17.
pdf
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e Mnozina M je ¢tverec s vrcholy (—1,—1), (1,—1), (1,1) a (—1,1).
Funkce f(z,y) je spojitd funkce (polynom). Mnozina M (v R?) je uzaviena
(soucin dvou uzavienych intervali) a omezené, tedy je kompaktni.
Tedy f na M nabyva extrém.

L.

4 L 4
0.5

15 1 0.5 i 0.5 1 15

0.5

& } ®

00 [/
0_5'-.. ; I 4
<15 ~
1.0

e Nejprve budeme vySetfovat extrémy na mnoziné (—1,1) x (—1,1). Parcialni

derivace: 9
é = 32° — 4day,
15)
—f = —222 + 92
dy

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde bod (0,0). Mame
tedy prvni podeziely bod.
e Nyni vySetiime hranici. Tu lze popsat 4 tiseckami. Jejich parametrizaci dosadime
do f.
i.y=-1,2z¢€(-1,1). Mame
g(x) = f(z,—1) = 2> + 22% — 3.
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:

J(z) =322 + 4z = z(3z 4+ 4)

Nulové derivace jsou pro x = 0 a x = —%. Druhy bod nelezi v M.
Dostéavame tedy podeztely bod (0, —1).
ii. y=1,z € (—1,1). Mame

g(x) = f(x,1) = 2® — 22° 4 3.
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:

d () = 32 — 4z = x(3z — 4)
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Nulové derivace jsou prox =0ax = %. Druhy bod nelezi v M. Dostavame
tedy podeziely bod (0,1).
iii. x = -1,y € (—1,1). Mame
g(y) = f(=1,y) =3y’ =2y — 1.

Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:

Jy) =9y" -2
Nulové derivace jsou pro y = :l:%ﬁ Dostavame tedy podezielé body
(-1,3v2). a (-1,-1V2).
iv. =1,y € (-1,1). Mame
g(y) = f(Ly) =3y’ =2y + L.

Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:

J'(y) =9y* —2

Nulové derivace jsou pro y = :I:%\/i Dostavame tedy podezielé body
(1,3v2). a (1,-1V2).

e Pridame vrcholy ¢tverce. Tedy podezielé body: (—1,-1), (1,—1), (1,1) a

(—1,1).
e Porovname hodnoty ve vSech podezielych bodech:
f(0,0) =0,
f(_17 1) =Y,
f(17 1) - 27
f(lv _1) =0,
f(=1,-1) = =2,
f(Ov 1) =3,
f(oa _1) = -3,
Ll =1t
f( 7§ ) -t §
1 4
f(-1, —gﬂ) = §\/5— 1
1 4
£, g\@) =1- §x/i
f(1, —%\/i) =1+ gﬂ

e Zavér: globalni maximum je v bodé (0,1), f(0,1) = 3 a minimum v (0, —1),
f(0,—-1) = —=3.
(b) flw,y) =2® =3y* +ayna M = {[z,y] e R*: |2 < 1, |y < 1}
Regeni: Piiklad mame z Petr Holicky, Ondiej F.K. Kalenda : Metody feSeni
vybranych tloh z matematické analyzy pro 2. - 4. semestr
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e Mnozina M je ¢tverec s vrcholy (—1,-1), (1,-1), (1,1) a (—1,1).
Funkce f(z,y) je spojita funkce (polynom). Mnozina M (v R?) je uzaviena
(soucin dvou uzavfenych intervali) a omezené, tedy je kompaktni.
Tedy f na M nabyva extrémad.

e Nejprve budeme vySetfovat extrémy na mnoziné (—1,1) x (—1,1). Parcialni

derivace: of
)
ax X + y?
af
L _ _§
By Y+ x

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde bod (0,0). Mame
tedy prvni podeziely bod.

e Nyni vySetfime hranici. Tu lze popsat 4 tiseckami. Jejich parametrizaci dosadime
do f.
i y=-1,z€(-1,1). Mame

g(x) = flz,-1) =2® —x -3
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g(x)=2r—-1

Nulové derivace jsou pro x = 0 a x = % Dostavame tedy podeziely bod
(%a _1)'
ii. y=1,z € (—1,1). Mame

g(x) = f(x,1) = 2® + z — 3.
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g(x)=2r+1

Nulové derivace jsou pro x = —%. Dostéavame tedy podeziely bod (—%, 1).
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iii. x = -1,y € (—1,1). Mame
g(y) = f(=Ly) =1 —y -3y
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g'(y) =—-1-6y

Nulové derivace jsou proy = — %. Dostavame tedy podezielé body (—1, —%).
iv. =1,y € (-1,1). Mame

g(y)=f(Ly) =1+y—3y°

Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:

g'(y) =1-6y
Nulové derivace jsou pro y = %. Dostavame tedy podezielé body (1, %)
e Pfidame vrcholy ¢tverce. Tedy podezielé body: (—1,-1), (1,-1), (1,1) a
(_17 1)
e Porovname hodnoty ve vSech podezielych bodech:
f(07 O) =0,
f(_17 1) = -3,
f(1,1) = -1,
f(]-a _1) = _37
f(_]-7 _1) = _17
1 13
Z )= 2
f(27 ) 4 ’
1 13
1) = -2
fl-g ) =-=,
1 13
1. -)y=22
f-1-9) =55
1 13
1,=-)=—
u ’6) 12’

e Zavér: globalni maximum je v bodech (1,3) a (—1,—% a m4 hodnotu 13/12.
Minimum v (—%,1) a (3, —1) a ma hodnotu —13/4.
(¢) flz,y) =z +ynaM={[z,y] € R*: da® +y*> < 1}
Regeni: Piiklad mame z Petr Holicky, Ondiej F.K. Kalenda : Metody feSeni
vybranych dloh z matematické analyzy pro 2. - 4. semestr

e Mnozina M je elipsa o stfedu v pocatku.
Funkce f(z,y) je spojita funkce (polynom). MnoZina M (v R?) je uzaviena:
Jde o vzor uzaviené mnoziny A pii spojitém zobrazeni g, konkrétné A =
(—o0,1], g(2,y) = 42® + 3, pak

M = g~ ((~o0,1)).
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Zaroven je M omezené:
2’4y <4’ 497 <1

Tedy je M kompaktni.
Tedy f na M nabyva extrémau.
e Nejprve budeme vySetfovat extrémy na mnoziné 4a? 4+ y?> < 1. Parcialni

derivace:

0

o5 _,

Ox

0

of _

Jy
Rovnice tedy nejsou nikde nulové a na vnittku M neméme zadny podeziely
bod.

e Nyni vySetifme hranici. To jsou body spliiujici 422 4+ y? = 1.
Hranici popiSeme pomoci polérnich soufadnic:

L t
T = = Cos
2 )
y = sint, t €0,2m)
Pak mame
1 2
4. (icost> +sin®t =1
Dosadime do funkce f. Tedy

1 ) 1 .
gt)=f §cost,s1nt = §cost+smt.
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Zderivujeme, abychom nasli extrémy.
/ L.
gt) = —3 sint + cost.

Nulové body:
sint = 2cost.

5o a2 21 _ Zaden i jes - 2 - L
Protoze sin“t + cos®t = 1, tak feSenim je: sint = 75 @ cost = 7 nebo

i f— 2 —_ 1
sint = \/gacost— 75

Celkem tedy dostavame podezielé body ((z,y)): (

e Pridame ,hranici hranice®, tedy bod ¢t = 0, (%, 0)
e Porovname hodnoty ve vSech podezielych bodech:

1 2. 5
W5V T2
1 2. 5
TaE VAT 2
1

f(770) =

2 1 2
e va) 2 (Cas —UE)

I

I

1
2 2

, %) a ma hodnotu @, minimum je

‘H

e Zavér: globalni maximum je v bodé ( 5
v bodé (—2\17, —%) a ma hodnotu —
(d) flz,y) =2 —3y> —z+18y+4na M = {[z,y] cR?: 0 <z <y < 4}
Reseni: Priklad mame z http://www.math.muni.cz/~zemanekp/files/SRPzMAT
I_FRMU.pdf
e Mnozina M je trojahelnik s vrcholy (0,0), (4,4) a (0,4).
Funkce f(z,y) je spojita funkce (polynom). MnoZina M (v R?) je uzaviena:
jde o prunik t¥i polorovin, které jsou uzaviené mnoziny. Konkrétné:

NS

My ={[z,y) eR*: 2 >0} =g, '([0,0)),  gi(z,y) ==

My={[z,y] eR* 1y <4} =g, ((—00,4]),  golz,y) =y

Ms={[z,y) eR*:x <y} =g5'([0,00)),  gs(z,y)=y—=
Tedy M = M; N My N Ms. Prinik 3 uzavienych mnozin je uzaviena mnozina.
Mnozina je zaroven omezend: 0 < x <4, 0<y < 4.
Tedy je M kompaktni.
Tedy f na M nabyva extrémad.
e Nejprve budeme vySetfovat extrémy na vnititku mnoziny. Parcidlni derivace:

of
or -2 h
of

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde bod (%, 3). Mame
tedy prvni podeziely bod.
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45

35 I

2.5 i

15

0.5

-0.5 o 05 1 15 2 25 B 35 4

=05

e Nyni vySetfime hranici. Tu lze popsat 3 tiseckami. Jejich parametrizaci dosadime
do f.

i. 2=0,ye€(0,4). Mame
9(y) = F(0,y) = =3y* + 18y +4
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g'(y) = —6y + 18

Nulové derivace jsou pro y = 3. Dostavame tedy podeziely bod (0, 3).
ii. y=4, 2z €(0,4). Mame

g(z) = f(x,4) = 2* — x + 28.
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g(x)=2r-1

Nulové derivace jsou pro x = % Dostavame tedy podezrely bod (%, 4).
ili. y==x, z € (0,4). Mame

g(x) = f(z,2) = —22° + 17Tz + 4
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g (x)=—4x + 17

Nulové derivace jsou pro z = 17/4. Dostavame tedy podeziely bod (17/4,17/4),
ktery ale nelezi v M.

e Pridame vrcholy trojuhelnika. Tedy podezielé body: (0,0), (4,4) a (0,4).
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e Porovname hodnoty ve v8ech podezielych bodech:
f(0,0) =4,
f(4,4) = 40,
f(0,4) = 28,
)

1
f(5:3) = 123/4,

4
4

FG4) = 111/4,
£(0,3) = 31,

o Zavér: globalni maximum je v bodé (4,4) a méa hodnotu 40. Minimum v (0, 0)
a ma hodnotu 4.
(e) f(w,y) = (z —y)* + 2% na M,
kde M je ¢tverec s vrcholy A = [2,0], B =10,2], C =[-2,0], D = [0,—2]
Reseni: Priklad mame z http://www.math.muni.cz/~zemanekp/files/SRPzMAT
I_FRMU.pdf
e Mnozina M je ¢tverec postaveny na $picku s vrcholy (2,0), (0,2), (—=2,0), a
(0,-2).
Funkce f(z,y) je spojita funkce (polynom). Mnozina M (v R?) je uzaviena:
jde o prinik dvou uzavienych mnozin. Konkrétneé:

My ={[z,y] eR*:z-2<y<z+2}=g¢;'(-2,2), qilz,y)=y-—=
a
M2 = {[Sﬂ,y] GRQ —r—2 é Yy S _$+2} :ggl([_272])a gl(x’y) :y+$

Tedy M = M; N M. Prinik 2 uzavienych mnozin je uzavienid mnozina.
Mnozina je zaroveh omezena: —2 <z <2, -2 <y < 2.

Tedy je M kompaktni.

Tedy f na M nabyva extrémad.

e Nejprve budeme vySetfovat extrémy na vnitfku mnoziny. Parcidlni derivace:

of
SCPA)
ax x y?
of

Lo op—2
oy o 4

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde bod (0,0). Mame
tedy prvni podeziely bod.

e Nyni vySetifime hranici. Tu lze popsat 4 tiseckami. Jejich parametrizaci dosadime
do f.
i.y=—-x+42,z¢€(0,2). Mame

g(x) = flz,—x +2) = (2 — 2)? + 2°
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g (z) =10z — 8
Nulové derivace jsou pro z = 4/5. Dostéavame tedy podeziely bod (4/5,6/5).
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. y=x+42, z € (—2,0). Mame

g(z) = f(v,x +2) =4+ 2?
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g'(x) =2z

Nulové derivace jsou pro z = 0. Tento bod nelezi na vnittku dané tsecky,
tedy jej budeme uvazovat az pozdéji (jako vrchol ¢tverce).

ili. y=—x—2, 2 € (—2,0). Mame
g(x) = f(z,—z — 2) = (22 + 2)2 + 22
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g (xz) =10z +8

Nulové derivace jsou pro = —4/5. Dostavame tedy podeziely bod
(—4/5,—6/5).
iv. y=2 -2,z € (0,2). Mame

g(x) = fz,2 —2) =4 +2°
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g'(z) =2z

Nulové derivace jsou pro z = 0. Tento bod nelezi na vnittku dané tsecky,
tedy jej budeme uvazovat az pozdéji (jako vrchol étverce).
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e Pridame vrcholy ¢tverce. Tedy podezielé body: (2,
e Porovname hodnoty ve v8ech podezielych bodech:

£(4/5,6/5) = 4/5,
F(—4/5,—6/5) = 4/5,

£(0,0) =0,
f(2,0) =38,
f(0,2) =4,
f(=2,0) =8,
f(0,-2) = 4,
)
)

e Zavér: globalni maximum je v bodech (2,0) a
mum v (0,0) a mé& hodnotu 0.

(f) f(z,y)

Hint: polarni soufadnice

0), (0,2), (—2,0), a

=’ —ay+y’na M ={[z,y] eR?: 2 +¢* <1}

(0, —2).

(—2,0) a ma hodnotu 8. Mini-

Reseni: Piiklad méme z https://www.karlin.mff.cuni.cz/ bouchala/Vyuka/

e Mnozina M je kruh o stfedu v poc¢atku a poloméru 1.
Funkce f(z,y) je spojita funkce (polynom). MnoZina M (v R?) je uzaviena:
Jde o vzor uzaviené mnoziny A pifi spojitém zobrazeni g, konkrétné A =

(—00,1], g(x,y) = 2* + y*, pak
M = g_l((—oo, 1])

Zaroven je M omezené:

x2+y2§x2+y2§1.

Tedy je M kompaktni.
Tedy f na M nabyva extrémau.

e Nejprve budeme vysetfovat extrémy na mnoziné 22+y? < 1. Parcialni derivace:

of

=L op —
Ox £y
of

A VO
oy y—2*

Resenim je bod (0,0), mame tedy prvni podezfely bod.

e Nyni vySetifme hranici. To jsou body spliwjici z? + y? = 1.

Hranici popiSseme pomoci polarnich souradnic:

T = cost,

y =sint,
Dosadime do funkce f. Tedy

g(t) =

t €[0,2m)

f (cost,sint) =1 —sintcost
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Zderivujeme, abychom nagli extrémy.

Nulové body:

g (t) = sin®t — cos® t = — cos(2t)

cos(2t) = 0.
7

Resenim je- f — T 4 — 371 ¢ _ 51 4 _ Tn
Resenim je: t =7, t =F, t ==, t =7

Celkem tedy dostavame podezielé body ((z,y)): (\/Li’ \%), (\% \%), (—\% -
11
a (_75’ 75)7
e Pridame ,hranici hranice“, tedy bod t = 0, (1,0).
e Porovname hodnoty ve v8ech podezielych bodech:
£(0,0)=0
f(1,0)=1
1 1 1 1 1 3
f(ﬁa E) Qf(ﬁ’ _ﬁ) =3
1 1 1 1 1 3
w2 =
P AT : : 1 1 11
e Zaver: globalni maximum je v bodech (75, —%), (—75, 75),
minimum je v bodé (0,0) a méa hodnotu 0.
Bonus
4. Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y,2) = 2 + y* + 2% + 62y + 22
Hint: V [0,0, —1] zkoumame p¥imku [z, 0, —1].
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ReSeni: Prvni derivace:

of _ 4 2
of
of
5—22_’_2

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde (0,0,—1), (6,—18,—1).

Druhé derivace

0% f
@—6%’
0% f
ZJ_9
oy?
0% f
822 =2
0% f B 0% f _6
oydx  0xdy
0% f B 0% f _0
020x  0x0z
0% f B 0% f _0
Oydz 020y

Dosadime body do Hessovy matice. V bodé (6, —18,—1) je

36 6 0
2 0
0 2
lokalni minimum.
V bodé (0,0, —1) je
0 6 0
6 2 0
0 0 2

Nyni bud ukéZzeme, Ze matice je indefinitni (technikami z linearni algebry), nebo zkusime
vySetfit funkei na néjaké vhodné primce. Uvazujme tedy p¥imku (z,0, —1). Tato pfimka
prochézi bodem (0,0, —1). Po dosazeni dostaneme

flz,0,-1) =23 +1-2=2—1.

Jde o funkci jedné proménné, kterd v bodé x = 0 nemé ani maximum, ani minimum.
Tedy ani ptuvodni funkce (3 proménnych) nemuze mit v bodé (0,0, —1) maximum ani
minimum.

5. Ukazte, Ze funkce f(z,y) = (z — y?)(22 — y?) ma v [0,0] lok. minimum vzhledem ke
vSem piimkim, ale nema tam minimum.

Hint: Zkoumejte hodnoty na kfivce [3y2, y].
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Regeni: Hodnoty na pfimkéich: zkoumame funkei tvaru
g(x) = f(z, kz) = (z — k®2?)(2z — k*2°) = 22° + ka2t — 32k,
Jde vlastné o funkci jedné proménné, tedy
d(z) = 4z + 4k 23 — 9k*2?, g0) =0
g (x) = 4 + 12k*2* — 18Kz, g"(0) =4
Tedy jde o lok. minimum.

Specialni piipad: piimka x = 0, pak f(0,y) = y*, zjevné jde o lok. minimum.

Ale na kfivee (2¢2,y) dostaneme

3 9 L4

f(zy,y)z-—gy,

tedy ziejmé jde o lok. maximum.

6. Najdéte Hessovu matici v nasledujicich funkei [0, 0] a diskutujte existenci maxima/minima/sedla
vzhledem k semidefinitnosti matice.

(a) a* +y*
ResSeni: Hessova matice je tvaru

1222 0
0 1292

oo

V bodé je lok. minimum (tvar ,misticka®).

tedy v (0,0) je

(b) —z* — y* ReSeni: Hessova matice je tvaru

—1222 0
0 —12¢?

oo

V bodé je lok. maximum (tvar ,kopecek®).

tedy v (0,0) je

(c) z* —y* ReSeni: Hessova matice je tvaru

1222 0
0 —12y?
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tedy v (0,0) je
00
00

Zaveér: Ve vSech piipadech vysla semidefinitni matice, pfitom se tam nalézalo lok. min-
imum, maximum i sedlo. Ze semidefinitni matice tedy nelze o existenci extrémii nic
rict.

V bodé neni extrém (tvar ,sedlo“).

Matematicka analyza 3, 2023 /24, Kristyna Kuncova 28



