5. cviceni — Limity funkei vice proménnych
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Teorie — definice a véty

Definice 1. Necht (X, p) a (Y, 0) jsou metrické prostory, f : X — Y je zobrazeni, M C X a
a € X je hromadnym bodem mnoziny M. Rekneme, Ze prvek b € Y je limitou zobrazeni f v
bodé a vzhledem k mnoZiné M, jestlize

Ve>036 >0Vx € M,z #a:p(x,a) <d = o(f(z),b) <e.

Véta 2 (Heine). Necht (X, p), (Y, o) jsou metrické prostory, f: X - Y, M C X, a € M,
beY. Pak
lim f(z)="0

z—a,xeM

pravé tehdy, kdyz: pro kazdou posloupnost {z,} C M \ {a} plati
Ty —a = f(x,) —b.

Véta 3 (Aritmetika limit). Necht (X, p) je metricky prostor, f,g: X - R, M C X, a € M’,
a, € R. Necht limg_yq zenr f(2) = o a limy 4 2enr g(z) = B. Pak

L limysqgem f(z) +9(2) =a+ B

2. limyyqpem f(2) -g(x) =

3. hmtﬂ—)a,LEEM f(x)/g(:c) = Oé/ﬁ, pOkUd B 7& 0.

Véta 4 (O limité slozeného zobrazeni). Necht (X, p), (Y,0) a (Z,7) jsou metrické prostory,
g: X =Y, f:Y—>Z Necht ACX,ae A, BCY,be B, ¢c€ Z anecht plati:

1. 30 > 0: g(P(a,6)NA)CB
2. limyyqcag(z) =0
3. limy_pyeB fly)=c
Necht plati jedna z podminek
(P) 3n>0: b ¢ g((Pla,n) N A)
(S) zobrazeni f je spojité v bodé b vzhledem k B.

Pak
lim  f(g(x)) = c.

r—a,x€A

Véta 5 (2 policajti). Necht existuje prstencové okoli P(xg,yo) takové, ze na P(z,yo) plati

h(z,y) < f(z,y) < g(z,y).

Necht déle
lim  h(x,y)=L= lim  g(z,y),
[,y]=[z0,y0] [,y]—[z0,y0]
L € R. Pak také existuje
lim  f(x,y) = L.

[z,y]—[z0,y0]
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Véta 6 (Omezena a mizejici). Necht f: R" - R, g : R” — R a a bud hromadnym bodem
mnoziny M. Necht f je omezena funkce na priniku néjakého prstencového okoli bodu a € R”
a mnoziny M a necht

lim g(z) = 0.

r—a
zeM

Potom
lim f(z)g(x) =0.

r—a
zeM

Poznamka 7 (O dvojnasobné limité). Pokud existuji limity lim, ., (limy—,, f(z,y)) = L1
a limy y, (limg sz, f(2,y)) = L2 a L1 # Lo, tak limita limy (5, 4] f(7,y) neexistuje.
(Opa¢né tvrzeni neplati.)

Véta 8 (O absolutni hodnot&). 1. Necht f : R™ — R a a € R" bud hromadnym bodem
mnoziny M. Jestlize

lim f(x) =L,  potom  Jim |f(x)| = |L|.
zeM xeM

2. Necht f: R"™ — R a a € R bud hromadnym bodem mnoziny M. Potom

lim f(z) =0,  pravé kdyz lim | ()] = 0.
zeM rxeM

Shrnuti — Co mame k dispozici:

Je funkce v daném bodé spojitd? — Lze dosadit.

Jde o polynom 0/0?7 — Mozna ptijde néco vytknout a pokratit.

Jsou tam odmocniny? — Zkusme pouzit vzorce, napi. A2 — B2 = (A — B)(A + B).
Vypad4 to na znamou limitu? — VOLSF.

Je tam omezend (sin, cos,...) krat nulovd? — Véta o omezené a mizejici.

Dvojnasobné limity existuji, ale jsou rizné? — Limita neexistuje.

Limity po pfimkach y = kz vyjdou rizné? — Limita neexistuje.

@ N> Ut WD

Limity po dalgich kiivkach (y = k2?2, y = ka?, ...) vyjdou rizné? — Limita neexis-

tuje.

9. Vyskytuje se tam hodné 22 4+ y?? — Mozné to pijde z definice. Jestlize 2% 4+ y? < 6,
jak vypada f(z,y)?

10. Nelze pouzit néjaky odhad? — Dva policajti.

Algoritmus:

1. Prvni pohled na funkci:
(a) Je spojita?
(b) Vypada to na znamou limitu?
(¢) Nema riizné dvojnasobné limity?
(d) Jak to dopadne na p¥imkach y = ka?
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(e) Je tam omezena funkce?
(f) Jsou tam odmocniny?

Jak to dopadne na dalsich k¥ivkach?

)
)
a) Nemame né&jaky odhad?
)
(¢) Co definice limity?

2. .2
2zyl <2 +y |sint| <1

+ay < 2? + o |sint| < |¢| ab = blna

Piiklady — defini¢ni obor
1. Urcete defini¢éni obor a nac¢rtnéte (pfiklady ze zkousek)

(a) f(z,y) = arcsin(x + y) + arctan(z + y) + 2y
T

®) S = (5

2] — [y
(¢) flz,y) = Vay —y3 + 292

(d) f(x,y) = arcsin/z(x +y)

Piiklady — limity, které ilustruji rtizné situace

2. Urcete limity funkci vice proménnych, nebo ukazte, Ze neexistuji.
Vsechny limity uvazujeme vzhledem k definiénimu oboru danych funkci.

s . =Y .
a) Ukazte, Ze pro funkc ,y) = —= plat
(®) Ukazte, 7e pro funkei f(z.9) = 2 plat

lim Qg% f(fﬂ,y)) =1, ig% (gr%)f(l‘,y)) = -1
a

lim  f(x,y) neexistuje.

(z,y)—(0,0)
222

b) Ukazte, 7z funkci = lati
(b) azte, ze pro funkci f(z,y) 2 (=) plati

tiny (i ) =02t (lim FGo) =

ale

lim T, y) neexistuje.
(wvy)—>(070)f( v) !
3

() lim Y

(2.9)—(0,0) 20 + 1
Ukazte, ze limita funkce neexistuje, pfestoze obé dvojnasobné limity jsou nulové a
téz limita poéitané po libovolné piimce je nulova.

Ak _ry
@ (w)l00] 22 + 12
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tg /(@ —4)7 — 42

(z,y)—(4,0) 2 (.%' — 4)2 _ y2

(e)

1 1
(f) Ukazte, ze pro funkei f(x,y) = (x + y)sin — sin — limity
Z Y

z—0 \ y—0 y—0

lim <Iim f(a:,y)) a lim (hr% f(:c,y)) neexistuji, ale
z—>

lim  f(x,y) vzhledem k defini¢nimu oboru funkce f existuje a je rovna 0.

(z,y)—(0,0)

3. Shriite, jaké situace jsme zatim potkali. (Napf. existuje dvojna limita, ale neexistuje
limita; existuji limity po piimkéch, ale limita neexistuje;. . .)

Piiklady — limity na procviceni

4. Urcete limity funkci vice proménnych, nebo ukazte, Ze neexistuji.
Vsechny limity uvazujeme vzhledem k definié¢nimu oboru danych funkeci.

T+ 2y
im
[z.y]—[24] 22 + Yy
zy+2r+y+2
lim 5 5
[,y]—=[-1,00 zy* +y* + o+ 1
I $2y2 —4
im ——
[zy]—[1,2) T4+ y* — 17
tan xy

im
[zy]—2,0] Y

(a)

(b) ©

lim Tsin ——
[x,y,2]—1]0,0,0] r—y-—+=z

4 4
. +y

£l "”
(®) eyl [0.0] 72 + 112

Vri+yi+1-1

.
(8) 412 10.0] x2 + 42
(h) %%  lim

[z,y]—[0,0] 2 + Y2

2., .2
i) B lim Y
[z,y]—[0,0] T+ Y

(k)

1)
(m)

(n)

()

9 || +|y|+]2
) lim <1 + >
[2,,2]-10,0,0] lz] + [y| + | 2|
. zy?
lim
[z,9]—[0,0] 22 4 y©

332

lim —_—
[2,y,2]—[0,0,0] T2 + Y2 + 22

*

sin zy

lim oY
eyl ~0.0] /22 + 32

sin xy

1m
[2,y]—[0,0] 2 + Y2

(0) ®

lim
[2.9]=[0,0] (22 + y2)y/2? + 2

yt — zy?

lim
[.9]-[0,0] (2% + y2)\/2? + y?

) &

5. Projdéte si znovu sekci Shrnuti a Algoritmus.
vhodného formatu. Napt. Tabulka, Myslenkova mapa, Rozhodovaci strom. ..

2*y(jz| + ly))

lim
[m,y]—)[0,0] ($4 + y2) \/m

Zpracujte jej do né&jakého (pro Vés)

x = £ (by)

o+ S_Zx L+ ZI_; |Az|g (oF)
i+ g > |fizle 2] > [pws| (wy)
zy =1 (1)

&+ a—="h (1)
ootugap 7 (uy)
> ()

T+ = eRwifa (qp)
i+ 2 > |fiz|g (pe)
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