4. cviceni — Metrické prostory + funkce vice proménnych
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
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Definice 1. Rekneme, ze metricky prostor (X, p) je kompaktni, jestlize z kazdé posloupnosti
prvkd X lze vybrat konvergentn{ podposloupnost.

Uloha 2. Pomoci definice ukazte, e interval (0, 1] neni kompak®.

Resent: Uvazujme posloupnost z,, = % Pak lim,, .o ,, = 0, ale 0 nepatti do zadaného

intervalu. Navic pro kazdou podposloupnost bude platit totéz. CoZ je spor s definici.

Definice 3. Necht (X, p) je metricky prostor, necht A, B C X jsou neprazdné mnoziny.
Vzddlenosti mnoZin A a B rozumime

p(A, B) = inf{p(z,y),z € A,y € B}.

Uloha 4. Necht (X, p) je metricky prostor, A C X je neprazdna kompaktni mnozina, B C X
je neprazdna uzaviena mnozina. Dokazte, ze je-li AN B = (), pak je p(A, B) > 0.

Regeni: Zdroj: https://is.muni.cz/th/fmhb8/bp.pdf

Pro spor predpokladejme, Ze

p(A, B) = inf{p(z,y),z € A,y € B} = 0.

Tedy existuje posloupnost uspofadanych dvojic (zy,, yy,) takova, ze x,, € A, y, € B alim, o0 p(Tn, Yn) =
0.
Zaroven lze ¥ici, ze a limy, o p(2n, B) = 0.
Protoze A je kompakt, 1ze z posloupnosti x,, vybrat konvergentni podposloupnost z,, — =,
kde z € K.
Navic plati, ze p(z, B) = 0 (Ize ukdzat sporem). Pak ale x € B. Protoze B je uzaviena,
tak B = B, tedy x € B.
Tedy z € AN B, coZ je spor.

Uloha 5. Najdéte metricky prostor (X, p) a mnoziny F, K C X takové, Zze F je uzaviena, K
je kompaktni a zaroven neexistuje dvojice bodt x € K a y € F takova, ze p(F, K) = p(x,y).
(Vzdalenosti F' a K se ,nenabyva‘“.)

Regeni: Zdroj: https://is.muni.cz/th/fmhb8/bp.pdf

Polozme X = Q s pg. Uvazujme mnozinu F = {(1 + %)", n € N}. Plati, %e posloupnost
xn = (14 %)” je rostouci a lim,, o x,, = €. MnoZina F' je uzaviena (nelze z ni vykonvergovat,
protoze jsme v prostoru Q).

Dale polozme K = {3}. Jednoprvkova mnozina je zjevné kompaktni.

Pak

p(F,K)=inf{|]3 —z|,z € F} =3 —e.

Tedy infimum by se nabylo v bodé e &€ F, tedy jsme hotovi.
Definice 6. Necht (X, p) je metricky prostor, A C X. Primérem mnoZiny A rozumime &slo

. 0, A=10,
diam A =
sup{p(z,y);z,y € A}, A#0.
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Uloha 7. Necht (X, p) je kompaktni metricky prostor. Dokazte, Ze existuji body =,y € X
takové, ze p(z,y) = diam(X).

ReSeni: Zdroj: https://is.muni.cz/th/fmhb8/bp.pdf

Oznacme d = diam(X).

7 definice suprema existuji posloupnosti x,,y, v X takové, Ze

Jim p(an,yn) = d.

Protoze X je kompakt, 1ze najit konvergentni podposloupnosti z,, — = a y,, — y. Navic
plati
lim p(:Enk, ynk) =d.

k—o00

Pak ale p(z,y) = d:
Zvolme € > 0. Pak existuje kg takové, ze pro kazdé k > kg plati

p(xnkax) < 57 p(ynk,y) < 57 p(xnkaynk) < d+€

Pak
p(x,y) < p(z,2n,) + p(@ng, Yng) + P(Ynp,¥) <e+d+e+e.

Definice 8. Mnozina M C X se nazyva omezend, jestlize 3K diam(M) < K.

Véta 9. Necht (X, p) je metricky prostor a K C X je kompaktni. Potom K je omezena a
uzaviena.

Poznamka 10. Oznacme [* prostor vSech omezenych redlnych posloupnosti {x,, } a ¢y prostor
vBech (omezenych) redlnych posloupnosti s lim,, o 2, = 0. Oba s metrikou

Poo (T, ) = sup |, — ynl.
neN

Uloha 11. Uvazujte prostor [*. Ukate, 7e ¢y neni kompaktni podprostor [*°.
ReSeni: Zdroj: https://math.fme.vutbr.cz/download.aspx?id_file=755271223

Uvazujme posloupnosti 2* tvaru
n, k=n,
o =
0, k#n.
Pak lim,, o 78 = 0, tedy {zF} € cp.
Zaroven pro konstantné nulovou posloupnost y méme

p(a*,y) = k.
Tedy mnozina cg nenf v [°® omezend, tedy nemize byt kompaktni.

Poznamka 12. Kompaktni metricky prostor lze ekvivalentné definovat i takto:
Rekneme, 7e metricky prostor (X, p) je kompaktni, jestlize z kazdého otevieného pokryti
lze vybrat konec¢né podpokryti.
Neboli: Necht {A;,i € I} je systém otevienych mnozin v X takovy, ze X C U A;. (systém
miZe byt spocetny, nespocetny. . . ) !
Pak existuje kone¢ny systém J C I tak, ze X C U A;.
ieJ
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Uloha 13. 1. Ukazte, ze prtnik libovolného poétu kompaktnich mnozin je kompaktni.
Refeni: Uvazujme K = Nier Ki, kde K; jsou kompaktni a I je systém indexii.
Plati, ze kazd4 kompaktn{ mnozina K; je uzaviena. Daéle plati, ze prinik uzavienych
mnoZin je uzaviend mnozina, tedy K je uzaviena.
Zarovenh K C K; pro vSechna ¢ € I. Vime, Ze uzavienad podmnozina kompaktu je také
kompakt. Tedy jsme hotovi.

2. Ukazte, Ze sjednoceni kone¢ného po¢tu kompaktnich mnozin je kompaktni. UkaZzte, Ze
pro nekonecéné sjednocen{ to nemusi platit.
Regeni: Uvazujme K = K1 UKo U---U K, kde K; jsou kompaktni.
Déle necht G je oteviené pokryti K. Pak ale G je i oteviené pokryti pro kazdé K;. Tedy
Ize vybrat kone¢né podpokryti G;.
Polozme G =G, UGy U---UG,. Pak G je konecné podpokryti pro mnozinu K, tedy K
je kompakt.
Nekone¢né sjednoceni: uvazujme K; = [—i,i] v prostoru R. Pak K; je kompaktni (z
kazdé omezené posloupnosti totiz lze vybrat konvergentni podposloupnost), ale

UK =R,

coZ je neomezend mnozina, tedy neni kompaktni.

Véta 14 (Nutnd podminka kompaktnosti). Necht (X, p) je metricky prostor. Necht existuje
posloupnost {z,} prvki X a ¢ > 0 takova, ze

Vm,n € Nyn £ m: p(xp, Tn) > 0.
Pak X neni kompaktni.

Uloha 15. Pampeliskovy prostor definujeme nasledovné.
Polozme X = R? pro prvky A = [a1,as], B = [b1, ba] pak mame metriku

V(a1 —b1)2 + (a2 — b2)2, A, B lesi na stejném poloméru,
Vad 4+ a3 + /b3 + b2, jinak.

p(A, B) = {

Rozhodnéte, zda v pampeliskovém metrickém prostoru plati, ze kazda omezené a uzaviena
mnozina uz je kompaktni.
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Regeni: Zdroj: https://is.muni.cz/th/143424/fi_b/cd-priloha/skripta/mp/metr
icke-prostory-pro-obrazovku.pdf?so=nx

Uvazujme kruznici 22 + y? = 1 (obyéejna kruznice z prostoru R?).

Pak pro kazdé dva body a # b méame p(a,b) =1+ 1= 2.

Tedy mame (dokonce) nespocetné bodii z Véty 14 a prostor neni kompaktni.

Uloha 16. Uvazujte jednotkovou kouli v prostoru [*°. Ukaite, Ze piestoze jde o omezenou
mnozinu, tak nen{ kompaktni.
ReSeni: Zdroj: https://math.fme.vutbr.cz/download.aspx?id_file=755271223
Jednotkova koule je omezena mnozina (kazda koule je z definice omezena mnozina).
UkéazZeme, Ze neni kompaktni. Uvazujme posloupnosti e,,, n € N, tedy posloupnosti, které
maji pravé na jednom misté 1, jinak obsahuji samé 0. Pak pro n # m mame

plen, em) = 1.
Tedy z Véty 14 jednotkové koule nemize byt kompaktni.

Véta 17 (Kompaktnost v R™). Necht K C R™. Pak K je kompaktni pravé tehdy, kdyz je
omezena a uzaviena.

Poznamka 18. (Podle https://www.physics.muni.cz/ tomtyc/teorfyzzaj/fraktaly_ch
aos-MSarbort . pdf.)
Cantoroviim diskontinuem rozumime mnoZinu vzniklou nasledujicim postupem:

1. Oznacme Cy = [0, 1].

2. 7 této mnoziny ,,vyndame prostiedni tfetinu“ - interval (%, %) Zbylou mnozinu ozna¢me
C1, tedy C1 = [0, 3] U [2,1].

3. Z intervalii mnoziny C; opét vyjmeme prostiedni t¥etiny. Ziskame mnozinu Co = [0, §]U
5.3V 15 51V IS 1.

4. Postup iterujeme, vyndavame dalsi tfetiny a definujeme mnoZiny C,.

5. Cantorovo diskontinuum je pak definovano jako C'D = ﬂ Ch.
n

https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorovo_diskontinuum

Uloha 19. Ukaite, ze Cantorovo diskontinuum je kompaktni mnozina.

Regeni: Protoze jsme na R, tak staci ukazat, ze C'D je omezend a uzavieni mnozina.
Méame CD C [0, 1], tedy je omezené.

Dale CD = (), Cy, tedy je prinikem uzavifenych mnozin, tedy je uzaviena.

Tedy Cantorovo diskontinuum je kompakt.
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Poznamka 20. Funkece f(z,y) =  a f(x,y) = y jsou spojité na R?. Obecné spojitost funkei
na R™ je zachovana aritmetickymi operacemi (krom déleni 0) i skladanim.

Uloha 21. Pedlivé zdiivodnéte, Ze nasledujici funkce jsou spojité (na svém D )

1.

arctan(z? + y?)
Regeni: Funkce f(z,y) = x a f(z,y) = y jsou spojité (vizte poznamku). Jejich souciny
jsou take spojité, tedy mame spojitost , 22 a y%. Soucet spojitych funkei je také spojity.
Funkce f(z) = arctan z je také spojita a tedy slozeni funkci arctan z2 42 je také spojité
na R2.

ry
72 — o3
Reseni: Funkce f(z,y) = z a f(z,y) = y jsou spojité (vizte poznamku). Jejich souciny
jsou také spojité, tedy mame spojitost zy, 2> a y>. Rozdil a podil spojitych funkci
(paklize nedélime 0) je také spojity, mame tedy spojitost funkce xf_yyg na mnoziné
[z,y] € R? : 22 # 9®. Funkece f(z) = sin z je také spojita a tedy slozeni funkci sin x;iyy3

je také spojité na {[x,y] € R? : 2% # 33}

sin

. log(e‘xz_y2| +1)

Regeni: Analogicky. Spojita na R2.

(z+y)™

Reseni: Piepiieme jako e¥!°8(*+9)  Defini¢nim oborem pak je {[z,y] € R? : z+y > 0}.
Pak uZ postupujeme analogicky.

Uloha 22. Necht f(z) = 2. Najdéte vzory mnoZin:

1.

{4}

Res8eni: Z grafu: {—2,2}
(0,9)

Regeni: (—3,0)U (0,3)

[0,9)

Reseni: (—3,3)

[1,9]

Regeni: [—3,—1]U[1,3]
(_2700)

Reseni: R

{4}

Regeni: ()

Uloha 23. Necht f(x) = sinz. Najdéte vzory mnozin:

1.

2.

{}

ResSeni: {7 + 2km, k € Z}
(_17 1)

Regeni: R\ {Z + km, k € Z}
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3.

4.

5.

0,1)
Regeni: Polozme A :=J, [0+ 2k, 5 +2kn), B := ey (% + 2k, © + 2kn]. Vzorem

je pak mnozina AU B.

(_27 _1}

Reseni: {=% +2km, k cZ}
(_OO> _3]

ReSeni: 0

Poznamka 24. Necht (X, p) a (Y, o) jsou metrické prostory a f : X — Y je spojité zobrazeni.
Pak pro otevienou mnozinu G' v (Y, o) je f~1(G) oteviend v (X, p) a pro uzavfenou mnozinu
F v (Y,0) je f~1(F) uzaviend v (X, p).

Uloha 25. Urcete, zda jsou néasledujici mnoziny oteviené nebo uzaviené a peclivé zdtivodnéte:

1.

{[r,y] eR?:2” —y® < 2}

Reseni: Definujme funkei f(z,y) = 2 — 3>. Funkce je spojita (ndsobeni a rozdil
spojitych). Déle uvazujme interval (—oo,2], ktery je uzavieny. MnoZzina pak je rovna
f~1((~o0,2]), tedy vzoru uzavieného intervalu pii spojitém zobrazeni. Tedy je uzaviena.

. A[z,y] € R? : arctan(z? + %) > 1}

Reseni: f(zr,y) = arctan(z? + 3?), interval I = (1,00) je oteviena mnozina. Tedy
f~Y(I) je oteviena.

Al y) eR?: 3 < PVl < 2}

Regeni: f(z,y) = e/’ interval I = (—3,2) je otevfena mnozina. Tedy f~1(I) je
oteviena.

Alz,y eR*:0<2<1,-3<y<3z+y<2}

Reseni: f(z,y) = x + v, interval I = (—o00,2] je uzaviena mnozina. Tedy f~'(I) je
uzaviena.

Déle g(x,y) = z, interval J = [0, 1] je uzaviend mnozina. Tedy g~!(J) je uzaviena.
Déle h(x,y) = y, interval K = [—3, 3] je uzaviena mnozina. Tedy h~!(K) je uzaviena.
Dohromady: prinik 3 uzavienych je uzaviena.

Uloha 26. Urcete, zda jsou néasledujici mnoZziny omezené:

1.

{[z, ] eR?: 22+ 4% < 3}

Reseni: Ano, piimo 7 definice se vejde do koule B(0,+/3).

1 1
. R?: — +-<1
{lz,y] € o +y < 10}

ReSeni: Ne. Uvazujme napf. mnozinu: y =1a x > 1.

Az, y] eR? 2?4+ 2% < 1}

Regeni: Ano, neb 22 + 2 < 22 4+ 2% < 1.

Az, y] € R? s sin(zy) < 1}

Reseni: Ne, nerovnost je splnéna pro celou rovinu.

Az, y] € R a8 445 < 2}

Reseni: Ano, plati |z| < 2 a |y| < 2, coZ je ¢tverec, ktery je jisté omezend mnoZina.
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1
. R?: 4 —
6. {[oy) € B 57 < 0)

ReSeni: Ne. Mame 2zy < 22 4+ y? tedy 0 <? —2zy + 32, coz je 0 < (x —y)2. Tedy
nerovnici spliiuje celd rovina krom pfimky = = y. Tedy nejde o omezenou mnozinu.

3

Uloha 27. Uréete defini¢ni obor a nacrtnéte (piiklady ze zkousek)

1. f(z,y) = arcsin(x + y) + arctan(z + y) + zy
Regeni:
Kviili defini¢nimu oboru funkce arcsin potfebujeme

-1<z+4+y<1

tedy
y<1l-—uz, —1—-z<y.
Zavér:
Dy={lz,y]eR*:y<1l-z, —1-z<y}

2. f(z,y) =log (\$|x—|y|>

ReSeni: Mame podminky

x

z # 0, x| # |yl m>0
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Tedy ziskdme nerovnice
(x>0 A Jz|—]y|>0) V (<0 A |z|—]y| <0).

ZAavér:

X
Dy = {[x,y] €R:a £ 0.Jel # b >o}

3. fla,y) = Vay —y3 +2y2

Reseni: Podminky:
y(@ —y* +2y) >0

Tedy

e y=0, 2 €R, nebo

e =y’ — 2y, nebo

e x>y?>—2y A y>0,nebo

ez <y’ -2y A y<0.
Navic lze upravit y? — 2y = (y — 1)2 — 1.
Zaver:

Dy = {[z,y] € R*: y(a — y* +2y) > 0}
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4. f(z,y) = arcsin /z(x + y)
Reseni: Podminky

@)

<z(r+y)<l1
Tedy

e x>0 A y> —ux, nebo
e 1 <0 A y< —z, nebo
e x =0,y €R, nebo

o y=—x.
Zaroven musi byt splnéno
z(r+y) <1
2 4+zy<1
zy < 1—2?

Tedy
e =0,y €R, nebo
e x>0 A yS%—:c,nebo
e x <0 A yzé—x.
Zaver:
Df:{[x,y]€R2:O§x(m+y)§l}
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