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4. cvi£ení � Metrické prostory + funkce více prom¥nných
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
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De�nice 1. �ekneme, ºe metrický prostor (X, ρ) je kompaktní, jestliºe z kaºdé posloupnosti
prvk· X lze vybrat konvergentní podposloupnost.

Úloha 2. Pomocí de�nice ukaºte, ºe interval (0, 1] není kompakt.
�e²ení: Uvaºujme posloupnost xn = 1

n . Pak limn→∞ xn = 0, ale 0 nepat°í do zadaného
intervalu. Navíc pro kaºdou podposloupnost bude platit totéº. Coº je spor s de�nicí.

De�nice 3. Nech´ (X, ρ) je metrický prostor, nech´ A,B ⊂ X jsou neprázdné mnoºiny.
Vzdáleností mnoºin A a B rozumíme

ρ(A,B) = inf{ρ(x, y), x ∈ A, y ∈ B}.

Úloha 4. Nech´ (X, ρ) je metrický prostor, A ⊂ X je neprázdná kompaktní mnoºina, B ⊂ X
je neprázdná uzav°ená mnoºina. Dokaºte, ºe je-li A ∩B = ∅, pak je ρ(A,B) > 0.

�e²ení: Zdroj: https://is.muni.cz/th/fmhb8/bp.pdf
Pro spor p°edpokládejme, ºe

ρ(A,B) = inf{ρ(x, y), x ∈ A, y ∈ B} = 0.

Tedy existuje posloupnost uspo°ádaných dvojic (xn, yn) taková, ºe xn ∈ A, yn ∈ B a limn→∞ ρ(xn, yn) =
0.

Zárove¬ lze °íci, ºe a limn→∞ ρ(xn, B) = 0.
Protoºe A je kompakt, lze z posloupnosti xn vybrat konvergentní podposloupnost xnk

→ x,
kde x ∈ K.

Navíc platí, ºe ρ(x,B) = 0 (lze ukázat sporem). Pak ale x ∈ B̄. Protoºe B je uzav°ená,
tak B̄ = B, tedy x ∈ B.

Tedy x ∈ A ∩B, coº je spor.

Úloha 5. Najd¥te metrický prostor (X, ρ) a mnoºiny F,K ⊂ X takové, ºe F je uzav°ená, K
je kompaktní a zárove¬ neexistuje dvojice bod· x ∈ K a y ∈ F taková, ºe ρ(F,K) = ρ(x, y).
(Vzdálenosti F a K se �nenabývá� .)

�e²ení: Zdroj: https://is.muni.cz/th/fmhb8/bp.pdf
Poloºme X = Q s ρ2. Uvaºujme mnoºinu F = {(1 + 1

n)
n, n ∈ N}. Platí, ºe posloupnost

xn = (1+ 1
n)

n je rostoucí a limn→∞ xn = e. Mnoºina F je uzav°ená (nelze z ní vykonvergovat,
protoºe jsme v prostoru Q).

Dále poloºme K = {3}. Jednoprvková mnoºina je zjevn¥ kompaktní.
Pak

ρ(F,K) = inf{|3− x|, x ∈ F} = 3− e.

Tedy in�mum by se nabylo v bod¥ e ̸∈ F , tedy jsme hotovi.

De�nice 6. Nech´ (X, ρ) je metrický prostor, A ⊂ X. Pr·m¥rem mnoºiny A rozumíme £íslo

diamA =

{
0, A = ∅,
sup{ρ(x, y);x, y ∈ A}, A ̸= ∅.
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Úloha 7. Nech´ (X, ρ) je kompaktní metrický prostor. Dokaºte, ºe existují body x, y ∈ X
takové, ºe ρ(x, y) = diam(X).

�e²ení: Zdroj: https://is.muni.cz/th/fmhb8/bp.pdf
Ozna£me d = diam(X).
Z de�nice suprema existují posloupnosti xn, yn v X takové, ºe

lim
n→∞

ρ(xn, yn) = d.

Protoºe X je kompakt, lze najít konvergentní podposloupnosti xnk
→ x a ynk

→ y. Navíc
platí

lim
k→∞

ρ(xnk
, ynk

) = d.

Pak ale ρ(x, y) = d:
Zvolme ε > 0. Pak existuje k0 takové, ºe pro kaºdé k ≥ k0 platí

ρ(xnk
, x) < ε, ρ(ynk

, y) < ε, ρ(xnk
, ynk

) < d+ ε.

Pak
ρ(x, y) ≤ ρ(x, xnk

) + ρ(xnk
, ynk

) + ρ(ynk
, y) < ε+ d+ ε+ ε.

De�nice 8. Mnoºina M ⊂ X se nazývá omezená, jestliºe ∃K diam(M) < K.

V¥ta 9. Nech´ (X, ρ) je metrický prostor a K ⊂ X je kompaktní. Potom K je omezená a
uzav°ená.

Poznámka 10. Ozna£me l∞ prostor v²ech omezených reálných posloupností {xn} a c0 prostor
v²ech (omezených) reálných posloupností s limn→∞ xn = 0. Oba s metrikou

ρ∞(x, y) = sup
n∈N

|xn − yn|.

Úloha 11. Uvaºujte prostor l∞. Ukaºte, ºe c0 není kompaktní podprostor l∞.
�e²ení: Zdroj: https://math.fme.vutbr.cz/download.aspx?id_file=755271223
Uvaºujme posloupnosti xk tvaru

xkn =

{
n, k = n,

0, k ̸= n.

Pak limn→∞ xkn = 0, tedy {xkn} ∈ c0.
Zárove¬ pro konstantn¥ nulovou posloupnost y máme

ρ(xk, y) = k.

Tedy mnoºina c0 není v l∞ omezená, tedy nem·ºe být kompaktní.

Poznámka 12. Kompaktní metrický prostor lze ekvivalentn¥ de�novat i takto:
�ekneme, ºe metrický prostor (X, ρ) je kompaktní, jestliºe z kaºdého otev°eného pokrytí

lze vybrat kone£né podpokrytí.
Neboli: Nech´ {Ai, i ∈ I} je systém otev°ených mnoºin v X takový, ºe X ⊆

⋃
i∈I

Ai. (systém

m·ºe být spo£etný, nespo£etný. . . )
Pak existuje kone£ný systém J ⊂ I tak, ºe X ⊆

⋃
i∈J

Ai.
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Úloha 13. 1. Ukaºte, ºe pr·nik libovolného po£tu kompaktních mnoºin je kompaktní.
�e²ení: Uvaºujme K =

⋂
i∈I Ki, kde Ki jsou kompaktní a I je systém index·.

Platí, ºe kaºdá kompaktní mnoºina Ki je uzav°ená. Dále platí, ºe pr·nik uzav°ených
mnoºin je uzav°ená mnoºina, tedy K je uzav°ená.
Zárove¬ K ⊂ Ki pro v²echna i ∈ I. Víme, ºe uzav°ená podmnoºina kompaktu je také
kompakt. Tedy jsme hotovi.

2. Ukaºte, ºe sjednocení kone£ného po£tu kompaktních mnoºin je kompaktní. Ukaºte, ºe
pro nekone£né sjednocení to nemusí platit.
�e²ení: Uvaºujme K = K1 ∪K2 ∪ · · · ∪Kn, kde Ki jsou kompaktní.
Dále nech´ G je otev°ené pokrytí K. Pak ale G je i otev°ené pokrytí pro kaºdé Ki. Tedy
lze vybrat kone£né podpokrytí Gi.
Poloºme Ḡ = G1 ∪ G2 ∪ · · · ∪ Gn. Pak Ḡ je kone£né podpokrytí pro mnoºinu K, tedy K
je kompakt.
Nekone£né sjednocení: uvaºujme Ki = [−i, i] v prostoru R. Pak Ki je kompaktní (z
kaºdé omezené posloupnosti totiº lze vybrat konvergentní podposloupnost), ale⋃

Ki = R,

coº je neomezená mnoºina, tedy není kompaktní.

V¥ta 14 (Nutná podmínka kompaktnosti). Nech´ (X, ρ) je metrický prostor. Nech´ existuje
posloupnost {xn} prvk· X a δ > 0 taková, ºe

∀m,n ∈ N, n ̸= m : ρ(xm, xn) ≥ δ.

Pak X není kompaktní.

Úloha 15. Pampeli²kový prostor de�nujeme následovn¥.
Poloºme X = R2, pro prvky A = [a1, a2], B = [b1, b2] pak máme metriku

ρ(A,B) =

{√
(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2, A, B leºí na stejném polom¥ru,√
a21 + a22 +

√
b21 + b22, jinak.

Rozhodn¥te, zda v pampeli²kovém metrickém prostoru platí, ºe kaºdá omezená a uzav°ená
mnoºina uº je kompaktní.
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�e²ení: Zdroj: https://is.muni.cz/th/143424/fi_b/cd-priloha/skripta/mp/metr
icke-prostory-pro-obrazovku.pdf?so=nx

Uvaºujme kruºnici x2 + y2 = 1 (oby£ejná kruºnice z prostoru R2).
Pak pro kaºdé dva body a ̸= b máme ρ(a, b) = 1 + 1 = 2.
Tedy máme (dokonce) nespo£etn¥ bod· z V¥ty 14 a prostor není kompaktní.

Úloha 16. Uvaºujte jednotkovou kouli v prostoru l∞. Ukaºte, ºe p°estoºe jde o omezenou
mnoºinu, tak není kompaktní.

�e²ení: Zdroj: https://math.fme.vutbr.cz/download.aspx?id_file=755271223
Jednotková koule je omezená mnoºina (kaºdá koule je z de�nice omezená mnoºina).
Ukáºeme, ºe není kompaktní. Uvaºujme posloupnosti en, n ∈ N, tedy posloupnosti, které

mají práv¥ na jednom míst¥ 1, jinak obsahují samé 0. Pak pro n ̸= m máme

ρ(en, em) = 1.

Tedy z V¥ty 14 jednotková koule nem·ºe být kompaktní.

V¥ta 17 (Kompaktnost v Rn). Nech´ K ⊂ Rn. Pak K je kompaktní práv¥ tehdy, kdyº je
omezená a uzav°ená.

Poznámka 18. (Podle https://www.physics.muni.cz/~tomtyc/teorfyzzaj/fraktaly_ch
aos-MSarbort.pdf.)

Cantorovým diskontinuem rozumíme mnoºinu vzniklou následujícím postupem:

1. Ozna£me C0 = [0, 1].

2. Z této mnoºiny �vyndáme prost°ední t°etinu� - interval (13 ,
2
3). Zbylou mnoºinu ozna£me

C1, tedy C1 = [0, 13 ] ∪ [23 , 1].

3. Z interval· mnoºiny C1 op¥t vyjmeme prost°ední t°etiny. Získáme mnoºinu C2 = [0, 19 ]∪
[29 ,

1
3 ] ∪ [23 ,

7
9 ] ∪ [89 , 1].

4. Postup iterujeme, vyndaváme dal²í t°etiny a de�nujeme mnoºiny Cn.

5. Cantorovo diskontinuum je pak de�nováno jako CD =
⋂
n

Cn.

https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorovo_diskontinuum

Úloha 19. Ukaºte, ºe Cantorovo diskontinuum je kompaktní mnoºina.
�e²ení: Protoºe jsme na R, tak sta£í ukázat, ºe CD je omezená a uzav°ená mnoºina.

Máme CD ⊂ [0, 1], tedy je omezená.
Dále CD =

⋂
nCn, tedy je pr·nikem uzav°ených mnoºin, tedy je uzav°ená.

Tedy Cantorovo diskontinuum je kompakt.
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Poznámka 20. Funkce f(x, y) = x a f(x, y) = y jsou spojité na R2. Obecn¥ spojitost funkcí
na Rn je zachována aritmetickými operacemi (krom d¥lení 0) i skládáním.

Úloha 21. Pe£liv¥ zd·vodn¥te, ºe následující funkce jsou spojité (na svém Df ):

1. arctan(x2 + y2)

�e²ení: Funkce f(x, y) = x a f(x, y) = y jsou spojité (vizte poznámku). Jejich sou£iny
jsou také spojité, tedy máme spojitost , x2 a y2. Sou£et spojitých funkcí je také spojitý.
Funkce f(z) = arctan z je také spojitá a tedy sloºení funkcí arctanx2+y2 je také spojité
na R2.

2. sin
xy

x2 − y3

�e²ení: Funkce f(x, y) = x a f(x, y) = y jsou spojité (vizte poznámku). Jejich sou£iny
jsou také spojité, tedy máme spojitost xy, x2 a y3. Rozdíl a podíl spojitých funkcí
(pakliºe ned¥líme 0) je také spojitý, máme tedy spojitost funkce xy

x2−y3
na mnoºin¥

[x, y] ∈ R2 : x2 ̸= y3. Funkce f(z) = sin z je také spojitá a tedy sloºení funkcí sin xy
x2−y3

je také spojité na {[x, y] ∈ R2 : x2 ̸= y3}.

3. log(e|x
2−y2| + 1)

�e²ení: Analogicky. Spojitá na R2.

4. (x+ y)xy

�e²ení: P°epí²eme jako exy log(x+y). De�ni£ním oborem pak je {[x, y] ∈ R2 : x+y > 0}.
Pak uº postupujeme analogicky.

Úloha 22. Nech´ f(x) = x2. Najd¥te vzory mnoºin:

1. {4}
�e²ení: Z grafu: {−2, 2}

2. (0, 9)

�e²ení: (−3, 0) ∪ (0, 3)

3. [0, 9)

�e²ení: (−3, 3)

4. [1, 9]

�e²ení: [−3,−1] ∪ [1, 3]

5. (−2,∞)

�e²ení: R
6. {−4}

�e²ení: ∅

Úloha 23. Nech´ f(x) = sinx. Najd¥te vzory mnoºin:

1. {1}
�e²ení: {π

2 + 2kπ, k ∈ Z}
2. (−1, 1)

�e²ení: R \ {π
2 + kπ, k ∈ Z}

Matematická analýza 3, 2023/24, Kristýna Kuncová 5



2

3. [0, 1)

�e²ení: Poloºme A :=
⋃

k∈Z [0+ 2kπ, π2 +2kπ), B :=
⋃

k∈Z(
π
2 +2kπ, π+2kπ]. Vzorem

je pak mnoºina A ∪B.

4. (−2,−1]

�e²ení: {−π
2 + 2kπ, k ∈ Z}

5. (−∞,−3]

�e²ení: ∅

Poznámka 24. Nech´ (X, ρ) a (Y, σ) jsou metrické prostory a f : X → Y je spojité zobrazení.
Pak pro otev°enou mnoºinu G v (Y, σ) je f−1(G) otev°ená v (X, ρ) a pro uzav°enou mnoºinu
F v (Y, σ) je f−1(F ) uzav°ená v (X, ρ).

Úloha 25. Ur£ete, zda jsou následující mnoºiny otev°ené nebo uzav°ené a pe£liv¥ zd·vodn¥te:

1. {[x, y] ∈ R2 : x2 − y3 ≤ 2}
�e²ení: De�nujme funkci f(x, y) = x2 − y3. Funkce je spojitá (násobení a rozdíl
spojitých). Dále uvaºujme interval (−∞, 2], který je uzav°ený. Mnoºina pak je rovna
f−1((−∞, 2]), tedy vzoru uzav°eného intervalu p°i spojitém zobrazení. Tedy je uzav°ená.

2. {[x, y] ∈ R2 : arctan(x2 + y2) > 1}
�e²ení: f(x, y) = arctan(x2 + y2), interval I = (1,∞) je otev°ená mnoºina. Tedy
f−1(I) je otev°ená.

3. {[x, y] ∈ R2 : −3 < e|x
2−y2| < 2}

�e²ení: f(x, y) = e|x
2−y2|, interval I = (−3, 2) je otev°ená mnoºina. Tedy f−1(I) je

otev°ená.

4. {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1,−3 ≤ y ≤ 3, x+ y ≤ 2}
�e²ení: f(x, y) = x + y, interval I = (−∞, 2] je uzav°ená mnoºina. Tedy f−1(I) je
uzav°ená.
Dále g(x, y) = x, interval J = [0, 1] je uzav°ená mnoºina. Tedy g−1(J) je uzav°ená.
Dále h(x, y) = y, interval K = [−3, 3] je uzav°ená mnoºina. Tedy h−1(K) je uzav°ená.
Dohromady: pr·nik 3 uzav°ených je uzav°ená.

Úloha 26. Ur£ete, zda jsou následující mnoºiny omezené:

1. {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 < 3}
�e²ení: Ano, p°ímo z de�nice se vejde do koule B(0,

√
3).

2. {[x, y] ∈ R2 :
1

x2
+

1

y
< 10}

�e²ení: Ne. Uvaºujme nap°. mnoºinu: y = 1 a x > 1.

3. {[x, y] ∈ R2 : x2 + 2y2 ≤ 1}
�e²ení: Ano, neb x2 + y2 ≤ x2 + 2y2 ≤ 1.

4. {[x, y] ∈ R2 : sin(xy) ≤ 1}
�e²ení: Ne, nerovnost je spln¥na pro celou rovinu.

5. {[x, y] ∈ R2 : x6 + y6 < 2}
�e²ení: Ano, platí |x| < 2 a |y| < 2, coº je £tverec, který je jist¥ omezená mnoºina.
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6. {[x, y] ∈ R2 :
xy

x2 + y2
<

1

2
}

�e²ení: Ne. Máme 2xy ≤ x2 + y2 tedy 0 ≤2 −2xy + y2, coº je 0 ≤ (x − y)2. Tedy
nerovnici spl¬uje celá rovina krom p°ímky x = y. Tedy nejde o omezenou mnoºinu.

3

Úloha 27. Ur£ete de�ni£ní obor a na£rtn¥te (p°íklady ze zkou²ek)

1. f(x, y) = arcsin(x+ y) + arctan(x+ y) + xy

�e²ení:

Kv·li de�ni£nímu oboru funkce arcsin pot°ebujeme

−1 ≤ x+ y ≤ 1

tedy
y ≤ 1− x, −1− x ≤ y.

Záv¥r:
Df = {[x, y] ∈ R2 : y ≤ 1− x, −1− x ≤ y.}

2. f(x, y) = log

(
x

|x| − |y|

)
�e²ení: Máme podmínky

x ̸= 0, |x| ≠ |y|, x

|x| − |y|
> 0
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Tedy získáme nerovnice

(x > 0 ∧ |x| − |y| > 0) ∨ (x < 0 ∧ |x| − |y| < 0).

Záv¥r:

Df =

{
[x, y] ∈ R2 : x ̸= 0, |x| ≠ |y|, x

|x| − |y|
> 0

}

3. f(x, y) =
√

xy − y3 + 2y2

�e²ení: Podmínky:
y(x− y2 + 2y) ≥ 0

Tedy

� y = 0, x ∈ R, nebo
� x = y2 − 2y, nebo
� x ≥ y2 − 2y ∧ y ≥ 0, nebo
� x ≤ y2 − 2y ∧ y ≤ 0.

Navíc lze upravit y2 − 2y = (y − 1)2 − 1.
Záv¥r:

Df = {[x, y] ∈ R2 : y(x− y2 + 2y) ≥ 0}
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4. f(x, y) = arcsin
√

x(x+ y)

�e²ení: Podmínky
0 ≤ x(x+ y) ≤ 1

Tedy

� x ≥ 0 ∧ y ≥ −x, nebo
� x ≤ 0 ∧ y ≤ −x, nebo
� x = 0, y ∈ R, nebo
� y = −x.

Zárove¬ musí být spln¥no
x(x+ y) ≤ 1

x2 + xy ≤ 1

xy ≤ 1− x2

Tedy

� x = 0, y ∈ R, nebo
� x > 0 ∧ y ≤ 1

x − x, nebo
� x < 0 ∧ y ≥ 1

x − x.

Záv¥r:
Df = {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x(x+ y) ≤ 1}
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