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Definice 1. Metrickym prostorem budeme rozumét dvojici (X, p), kde X je mnoZina, p :
X x X — [0,00) je funkce spliiujici

(1) Ve,y € X : p(z,y) =0 2=y,

(2) Vo,y € X = p(x,y) = ply, x),

3) Va,y,z€ X2 plx,2) < p(z,y) + p(y, 2).
Funkci p nazyvame metrika na X.
Poznamka 2. Mnozinu R" uvazujeme s metrikami

n n
poo(xuy) :Zi??“}fn|xl_yl’7 pl(xay) :Z;|$Z_yl|u pQ(‘T’y): z;‘xi_yipa fE,yERn‘
1= 1=

Uloha 3. Urcete, zda jsou nasledujici objekty metrickym prostorem:

1. Na prostoru C([0, 2]) spojitych funkcich na [0, 2] uvazujme
p(f:9) = 1f(1) —gQ)].

— >
2. Na R uvazujme p(z,y) = {x Yy, x>,
17 T <vy.

3. Prostor R? s funkei p(x,z) = 0, p(x,y) = p2(z,20) + p2(z0,v),  # y, kde z¢ znadi
pocatek (0,0) a ps zna¢i eukleidovskou metriku v R2. Pii méFeni vzdéalenosti dvou bodt
musime vzdy projit pocatkem.

4. Taxi: Vzdalenost dvou mist v Praze méfime jako nejkratsi moznou drahu ujetou autem.
Definice 4. Necht (X, p) je metricky prostor, A C X, A # 0, a z € X. Vzddlenosti bodu x
od mnoziny A rozumime &islo

p(x, A) = inf{p(x,y); y € A}.
Uloha 5. Na R? najdéte vzdalenost bodu P = [0,1] od piimky y = —2 v metrice

1. P1 2. P2 3. Poo

Zdroj: https://is.muni.cz/th/143424/fi_b/cd-priloha/skripta/mp/metricke-pros
tory-pro-obrazovku.pdf?so=nx

Uloha 6. V prostoru C([0, 1]) uvazujeme supremovou metriku

poo(frg) = sup [f(z) —g(z)].
z€[0,1]
Najdéte nejmensi vzdélenost funkce f(x) = x od podprostoru tvoreného konstantnimi
funkcemi.
Hejblatko v geogebfe: https://www.geogebra.org/calculator/veyfkghz
Zdroj: https://is.muni.cz/th/fmhb8/bp.pdf
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Poznamka 7. Necht p € [1,00) a [, je mnozina vSech realnych posloupnosti {z,}, pro néz
fada > > |zn|P konverguje. Pak definujeme metriku

00 1/p
pp(x,y) = (Z | T — yn|p> .

n=0
Poznamka 8. Uvazujme mnozinu vSech omezenych realnych posloupnosti {z,} Pak definu-
jeme metriku
poo(@,y) = sup |Tn — yn|-

neN
Uloha 9. Urcete vzdalenost posloupnosti 2 = {1,2, 3%, 4%, e %, ...} od mnoziny M = {z =
{zn}02 1 1 1 = 22} v prostorech
1. I 2. Iy 3. loo

Zdroj: https://is.muni.cz/th/fmhb8/bp.pdf
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Definice 10. Necht z € X, r > 0. Otevrenou kouli rozumime mnoZinu

B(z,r) ={y € X;p(x,y) <r}

Uzavrenou koul? rozumime mnoZzinu

B(z,r) ={y € X;p(z,y) <r}
Uloha 11. Naértnéte jednotkovou kouli v prostoru (R3, p1), (R3, p2), (R?, poo)-
Uloha 12. Jak vypada koule v diskrétnim metrickém prostoru?

Definice 13. Necht (X, p) je metricky prostor a {z,,}5° ; je posloupnost prvka X. Rekneme,
ze {xn}2 | konverguje ky € X v (X, p), jestlize plati lim,,_,oc p(zn,y) = 0. Prvek y nazyvame
limitou posloupnosti {x,}22, v (X, p). Konvergentni posloupnosti v (X, p) rozumime kazdou
posloupnost prvki X, kterda ma limitu v (X, p).

Definice 14. Necht (X, p) je metricky prostor, M C X. Rekneme, ze mnozina M je uzaviend
v X, jestlize plati: pro kazdou posloupnost {z,} v M, spliujici z, — z pro néjaky prvek
xr € X, pak plati: z € M.
Definice 15. Necht M C X, x € X. Rekneme, ze € X je vnittnim bodem mnoZiny M,
jestlize existuje r > 0 spliwjici B(x,r) C M.

Mnozina M C X se nazyva oteviend v (X, p), jestlize kazdy jeji bod je jejim vnitinim
bodem.
Poznamka 16. 1. Mnozina F' v metrickém prostoru (X, p) je uzaviena pravé tehdy, kdyz

X \ F je oteviena.
2. Mnozina G v metrickém prostoru (X, p) je oteviena pravé tehdy, kdyz X \ G je uzaviena.

Uloha 17. Urcete, zda je interval (0, 1) oteviena & uzaviend mnoZin v metrickém prostoru
(X, p), jestlize

Matematicka analyza 3, 2023 /24, Kristyna Kuncova 2


https://is.muni.cz/th/fmhb8/bp.pdf

1. X =(0,1), p=p1, 3. X =0, 1] s diskrétni metrikou,
2. X =R, p=p, 4. X =(0,1)U(3,4), p=3p1.

Definice 18. Necht M C X. Rekneme, Ze je hraniénim bodem mmnoZiny M, pokud pro
kazdé r > 0 plati B(x,r) "M # 0 a B(z,r)N (P \ M) # (. Mnozinu v8ech hrani¢nich bodi
nazyvame hranice a znac¢ime ji OM.

Uzdvérem mnoziny M rozumime mnozinu M = M U OM.

Uloha 19. Urcete, zda mnozina M je uzaviend, oteviena, co je jeji vnitfek, uzévér, hranice
(v R s eukleidovskou metrikou):

1. M = (0,1) 3. M = (0,1] 5. M = [0, 00)
2. M =[0,1] 4. M = (0,00) 6. M = (—o00,00)
7. N 8. Q 9. R

Uloha 20. Uréete, zda je dana mnoZina uzaviend, uzaviena, najdéte hranici (v R?).

M,
M, M, M, Ms
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Uloha 21. Rozhodnéte, zda plati (v obecném metrickém prostoru):

1. B(z,r) = B(z,r) 2. ANB=ANB

Uloha 22. Najdéte uzavéry grafii funkei

1. 2. Dirichletova funkce
[ sin(1/x), x>0
fla) = 0, z=0 3. Riemannova funkce
Uloha 23. Najdéte netrivialni A C R, aby spliiovala nasledujici
1. A=0A 4. IntAG A
2. IntAD A 5. IntAp A
3. IntAg A 6. IntA=A
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