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25. cviceni — Teorie
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1 Implikace

1. Najdéte nebo vyvratte viechny mozné implikace mezi nasledujicimi ¢tvericemi vyroki.
(od prof. M. Huska: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ mhusek/)

(a) Necht ACR

(A) A je nespocetna (C) A je neomezenéd
(B) A je nekonecna (D) R\ A je spoletna
Regeni:

A = B: nespoéetné mnoZiny musi byt nekonetné

B # A: protiptiklad - spocetné mnoziny, napf. Q nebo N.

A # C: protiptiklad - interval (1,2)

C # A: protiptiklad - spofetnd mnozina, napt. N

A # D: protiptiklad - napf. A = (0,00), pak R\ A = (—o0, 0]

D = A: mnoZina R je nespocetnd, navic plati R = AU (R\ A4). Odtud plyne Zze A nebo
R\ A musi byt nespocetna. Kdyby byly obé spocetné, tak jejich sjednoceni
musi byt také spocetné, coz je spor.

B # C: protipiiklad - interval (1,2)

C = B: sporem - kdyby A byla kone¢na, tak lze vybrat jeji nejvétsi (a nejmensi) prvek.
Pak je ale omezen4, coz je spor.

B # D: protiptiklad - nap¥. Q

D = B: podobné jako D = A. Kdyby A byla konetné, tak R = AUR\ A by musela
byt spocetnd, coz je spor.

C # D: protiptiklad - napf¥. Z.

D = C: sporem - necht A je omezena, tedy A C (a,b). Pak ale R\ A D (—00,a)U(b, o),
tedy mus{ byt nespocetné, coz je spor.
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1 IMPLIKACE

(b) Necht {a,} je posloupnost.
(A) {an} neni konstantni
B

(B) {a,} méa prostou podposloupnost
(C) {an} ma ryze monoténni podposloupnost
(D)

D) mnozina hodnot {a,} je nekone¢na
Regeni:

A # B: protipfiklad - (—1)"

B = A: jesltize je b, prosta podposloupnost a,, tak musi mit alespoin dva rtizné prvky.
Tedy je méa i a,, tedy neni konstantni.

A # C: protiptiklad - (=1)"

A # D: protiptiklad - (—1)"

D = A: Kdyby a, byla konstantni, tak mnozina hodnot by byla jediny bod {a1}, coz je
spor.

B = C: Necht {b,} je prosta podposloupnost a,,. Uvazujme p¥ipad, Ze b,, je omezena. Pak z
Bolzano - Weierstrassovy véty existuje konvergentni podposloupnost ¢,. Oznadme
C = limy,—0 ¢, Pak alespont jedna z mnozin K = {n,¢, > C} a Z = {n,c, < C}
je nekonecna (plyne z prostoty). BUNO K je nekonecna. Pak z definice limity
existuje prvek ¢; takovy, ze ¢; — C' < 1. Déle musi existovat éa: ¢ — C' < %
Postupné zkonstruujeme posloupnost {¢x} tak, ze cx11 — C < % UvaZovana
podposloupnost ¢ je pak monoténni.
Necht b, neni omezena. BUNO b, je neomezena shora. Pak existuje prvek by > 1.
K nému existuje prvek by > 2b;. Déle konstruujme Bn+1 > 2b,,. Hledan4 monotoénni
podposloupnost je pak {b,}.

C = B: ryze monoténni podposloupnost je zaroveii prosta

C= A: Plyneze C = BaB = A.

B = D: Necht b, je prosta podposloupnost. Pro ni plati, ze b, # b,,, kdykoli m # n. Pak
mnozina hodnot posloupnosti a,, obsahuje mnozinu {b,,n € N}, kterd ale musi byt
nekone¢na (zadné dva prvky b, nemohou byt stejné).

D = B: Uvazujme A mnozinu hodnot a,. Polozme by = a;. Polozme A; = A\ {b1}.
Protoze A je nekonecnd, tak i A; je nekonec¢na.
PoloZme by = ay, tak, Ze k je nejmensi moZné takove k, ze ap € A. Pak plati, Ze
Ag = A1\ {bx} je opét nekone¢na.
Postupujme indukci.

C=D: Plyneze C=BaB=D.

D= C: Plyneze D =BaB = C.
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2 UVOD A POSLOUPNOSTI

2  Uvod a Posloupnosti

2. Existuji posloupnosti {a,}, {b,} tak, ze lima, = 0, limb, = +o0 a lim a, b, neexistuje?
(=n

n

ResSeni: Ano. Napi. a, = , b =n.

3. Sestrojte konvergentni posloupnost takovou, Ze max{a,} neexistuje.
Reseni: Napf. a, = —1/n.

4. Necht {a,} konverguje. Musi platit lim(a,+1 — an) =0 a lim “25 =17
Regeni:
Ano - limita vybrané podposloupnosti a aritmetika limit.
Ne, napt. {¢"}, |¢| < 1 (aritmetika limit selze kvili déleni 0).

5. (a) Necht {a,} je konvergentni posloupnost celych ¢isel. Musi byt limita celé ¢islo?
ReSeni: Ano. Aby byla takovd posloupnost konvergentni, musi byt od jistého
¢lenu konstantni. Tedy limita je celé ¢&islo.

(b) Necht {a,} je konvergentni posloupnost racionélnich ¢isel. Musi byt limita racionalni
¢islo?
Regeni: Ne. Napi. posloupnost 3; 3,1; 3,14; 3,141; 3,1415... — 7.

6. Jestlize plati, Ze apy2 > a,, musi mit posloupnost limitu? Co kdyZ pfiddme omezenost?
ReSeni: Ne. Napt. (—1)".

7. Najdéte k dané neomezené posloupnosti a,, takovou nenulovou posloupnost b,, aby
anby, — 0.
Resgeni: Pro ¢leny a, = 0 poloZme b, = 1. Pro nenulové a,, uvazujme b,, = a%z ' %
8. Stagi pro konvergenci posloupnosti, aby |an4+1 — an| n=o0, (1 9

Regeni: Ne. Napf. pro a, = logn méame lim,_,. logn = oo, ale log(n +1) —logn =
n+1

9. Necht b € R*. Najdéte posloupnost {a,}, aby lim a("l—:l =b.
ResSeni: Pro b € R uvazujme a, = b". Pro b = co mame napf¥. a, = n". Pro b= —oc0

pak a, = (—1)"n".

10. Necht M je neomezend mnozina, necht 8 > 0. Existuje pak A C M nekonecna tak, ze
Va,y € A, x # y plati, ze |[x —y| > 57
Reseni: Ano. BUNO nechf M je neomezena shora. Pak uvazujme mnoziny By = [0, ),
B2 = [5726)1 B3 = [2B73B) e
Polozme I, = {i € N : i jesudé a M N B; # (0}. Analogicky polozme I; = {i € N :
i je liché a M N B; # (0}.
Pak alespon jedna z mnozin I a I; je nekone¢nd mnozina (jinak by M byla omezena).
BUNO I, je nekone¢na. Pak z kazdé mnoziny B;, kde i € I, vybereme jeden prvek
x; € B;. Mnozina A = {J;c; {7:} pak ma odpovidajici vlastnosti.
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3 FUNKCE

3 Funkce

11. Necht je funkce klesajici na disjunktnich intervalech I a J. Musi byt klesajici na TUJ 7
Regeni: Ne. Napi. 1 na (—o0,0) a (0, 0).

12. Necht je funkce konvexni na intervalu [—1,0] a takeé na [0,1] 7 Musi byt pak konvexni
na [—1,1] 7
Reseni: Ne. Napt. Sudé rozsifeni funkee z(z — 1).

-1.5 - -0.5 0.5 1 1.5

13. Sestrojte (stadi obrazkem) nezapornou funkci f na intervalu (0, 1), nespojitou pravé v
bodech mnoZiny {%, n € N} tak, aby lim,_,o+ f(z) = 0 a aby

inf{f(x);z € (0,1)} =0, sup{f(z); z € (0,1)} = 1.
Reseni: Napt. f(1/n) =1/(n —1), f =0 jinde.
14. Necht f je nekonstantni periodicka funkce na R. Ukazte, ze pak neexistuje lim, oo f().
ReSeni: Sporem. Necht f je periodickd s periodou p. JelikoZ je nekonstantni, tak
existuji body a,b tak, ze f(a) # f(b). Pak pro rizné dvé posloupnosti lim, . f(a +

pn) = limy, oo f(a) = f(a) # limp—oo f(b+ pn) = lim,, o f(b) = f(b). Coz je spor s
Heineho vétou.

15. Necht f je funkce spojitd na R, pro kterou existuji limity v nevlastnich bodech a

Zjistéte, zda je pak jiz f omezend a zda nabyva v alespon jednom bodé z R maxima
nebo minima.

Regeni: Je-li funkce konstantni, pak jiz musi byt nutné f = 0, tedy je omezena a
nabyva extrémi.

Necht f neni konstantni.

Omezenost. Pak existuji intervaly (—oo, a) a (b, c0) takove, ze na nich |f| < 2 (z definice
limity). Na intervalu [a,b] je pak f omezena z véty o spojitosti a nabyvani extrémii.
Nabyvéni extrémi. Jelikoz f je nekonstantni, tak existuje xq, takové, ze f(xzg) # 0,
BUNO f(xg) > 0. Pak z definice limity existuji intervaly (—oo,a) a (b,00) takové, ze
na nich f(z) < f(zo)/2.

Interval [a,b] je omezeny a uzavieny, tedy na ném funkce f nabyvad maximum. Jeho
hodnotu mazeme odhadnout max, g f(x) > f(xo). Mimo tento interval vyssi hodnota
nemiize nastat, tedy jsme nasli maximum.
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3 FUNKCE

16. Rozhodnéte, zda je funkce

x
— arctanx

1
f(x) = arctan .

konstantni ve svém defini¢nim oboru a feSeni odtvodnéte.
Res8eni: Na intervalech (—o0,1) a (1, 00) ma funkce derivaci

1 2 1

f/(x) = 2 ’ 5 =0
1+ 1—2 1+ a2
(=) 1 0
Na kazdém intervalu zvlast je tedy konstantni. Na celém Dy ale konstantni nenf, protoZe
napt. f(—1) =0 —arctanl =7, ale lim,_,o f(z) = arctan(—1) — 5 = -2 — T = 37,

17. Najdéte piiklad funkce, pro kterou existuji derivace na intervalech (a,c) a (¢, b), déle
existujf a jsou si rovny limg_,. f'(x) = lim,_,.4 f'(z) a pFitom neexistuje f/(c).
Reseni: Napf. |sgnz|.

18. Napiste piiklad funkce, kterd neni spojita v bodé 7 a pfitom f’ (7) = 2.

ReSeni: Napf.
0, x<T7,
flz) =
20, x>T.
19. Necht je funkce f spojitd v bodé 0. Musi existovat f} (0) ? Dokaite, nebo sestrojte
protiptiklad.
Reseni: Ne. Napt.

rsind, 2 #0
T — x’ )
/(@) {0, z=0.

Pak 0 = f(0) = limx_ﬂ)xsin% (omezené a mizejici), tedy je f spojita v 0.
Pro derivaci mame

hsint —0 1
/ . h . .
0)= lim —*— = lim sin—
f+(0) h—0-+ h h—0+  h
Limita vpravo ale neexistuje. Uvazujme Heineho vétu a posloupnosti a,, = ﬁ ab, =

I
(5+2mn)"

20. Sestrojte (staci obrazkem) ryze monoténni funkci na intervalu (0, 1), kterda ma infimum
hodnot rovné 0, supremum hodnot rovné 1 a je nespojita pravé v bodech 1/n pron € N,
n > 1.
Regeni:
Konstruujeme postupné do 0 jako na obrazku:
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3 FUNKCE
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21. Necht f(x) a g(z) jsou funkce. (A predpokladame, Ze nasledujici vyroky maji smysl.)
Urcete, které vyroky jsou pravdivé
(a) fi g jsou liché.
i. f+gjelicha
Resent: Ano. (f +g)(—x) = f(=x) +g(—2) = —f(2) + —g(z) = —(f +9)(x)
ii. fg je licha
Resent: Ne, je suda. (f9)(—z) = —f(z) - (~(g(2))) = f(x)g(x)
iii. f(g) je licha
Resent: Ano, f(g(—2)) = f(—g(z)) = —f(9(x))
(b) f je suda, g je licha.
i. fg je suda
Regeni: Ne. Je licha, (fg)(—z) = f(z) - (—g(z)) = —(f9)(x)
ii. f(g) je suda
Reseni: Ano. f(g(—x)) = f(—g(x)) = f(9(2))
iii. g(f) je suda
Regeni: Ano. g(f(—z)) = g(f(z))
iv. g+ f je suda
Reseni: Ne. Napt. z a 22 Pak f+g=a + 22 = 2(1 + z).
(¢) f i g jsou rostouci
i. f+ g jsou rostouci
ReSeni: Ano. Necht s <t. Pak (f+ ¢)(s) = f(s) +g(s) < f(t) + g(t).
ii. fg jsou rostouci
Regeni: Ne. Napi z a z.

iii. f(g) jsou rostouci
Regeni: Ano. Necht s < t. Pak g(s) < g(t). Tedy f(g(s)) < f(g(t)).

(d) f jesuda

i. je-li f rostouci na (0,00), je rostouci i na (—oo,0).
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3 FUNKCE

Regeni: Ne. Napi. 22.
ii. je-li f konvexni na (0,00), je konvexni i na (—o0,0).

Regeni: Ano. Je-li f konvexni na (0,00), tak pro 0 < s < t < u méme

1) = fls)  f(w) = f(t)

t—s u—t

Pro —u < —t < —s < 0 pak je

flouw) = f(=0) _ f) = @) o f() = f(s) _ f(=t) = f(=9)

—u+t —(u—t) — t—s —t+s
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