
1 IMPLIKACE

25. cvi£ení � Teorie

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1 Implikace

1. Najd¥te nebo vyvra´te v²echny moºné implikace mezi následujícími £tve°icemi výrok·.
(od prof. M. Hu²ka: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~mhusek/)

(a) Nech´ A ⊂ R

(A) A je nespo£etná

(B) A je nekone£ná

(C) A je neomezená

(D) R \A je spo£etná

�e²ení:

A ⇒ B: nespo£etné mnoºiny musí být nekone£né

B ̸⇒ A: protip°íklad - spo£etné mnoºiny, nap°. Q nebo N.
A ̸⇒ C: protip°íklad - interval (1, 2)

C ̸⇒ A: protip°íklad - spo£etná mnoºina, nap°. N
A ̸⇒ D: protip°íklad - nap°. A = (0,∞), pak R \A = (−∞, 0]

D ⇒ A: mnoºina R je nespo£etná, navíc platí R = A∪ (R \A). Odtud plyne ºe A nebo
R \ A musí být nespo£etná. Kdyby byly ob¥ spo£etné, tak jejich sjednocení
musí být také spo£etné, coº je spor.

B ̸⇒ C: protip°íklad - interval (1, 2)

C ⇒ B: sporem - kdyby A byla kone£ná, tak lze vybrat její nejv¥t²í (a nejmen²í) prvek.
Pak je ale omezená, coº je spor.

B ̸⇒ D: protip°íklad - nap°. Q
D ⇒ B: podobn¥ jako D ⇒ A. Kdyby A byla kone£ná, tak R = A ∪ R \ A by musela

být spo£etná, coº je spor.

C ̸⇒ D: protip°íklad - nap°. Z.
D ⇒ C: sporem - nech´ A je omezená, tedy A ⊂ (a, b). Pak ale R\A ⊃ (−∞, a)∪(b,∞),

tedy musí být nespo£etná, coº je spor.
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(b) Nech´ {an} je posloupnost.

(A) {an} není konstantní

(B) {an} má prostou podposloupnost

(C) {an} má ryze monotónní podposloupnost

(D) mnoºina hodnot {an} je nekone£ná

�e²ení:

A ̸⇒ B: protip°íklad - (−1)n

B ⇒ A: jesltiºe je bn prostá podposloupnost an, tak musí mít alespo¬ dva r·zné prvky.
Tedy je má i an, tedy není konstantní.

A ̸⇒ C: protip°íklad - (−1)n

A ̸⇒ D: protip°íklad - (−1)n

D ⇒ A: Kdyby an byla konstantní, tak mnoºina hodnot by byla jediný bod {a1}, coº je
spor.

B ⇒ C: Nech´ {bn} je prostá podposloupnost an. Uvaºujme p°ípad, ºe bn je omezená. Pak z
Bolzano - Weierstrassovy v¥ty existuje konvergentní podposloupnost cn. Ozna£me
C = limn→∞ cn. Pak alespo¬ jedna z mnoºin K = {n, cn > C} a Z = {n, cn < C}
je nekone£ná (plyne z prostoty). BÚNO K je nekone£ná. Pak z de�nice limity
existuje prvek c̄1 takový, ºe c̄1 − C < 1. Dále musí existovat c̄2: c̄2 − C < c̄1−C

2 .
Postupn¥ zkonstruujeme posloupnost {c̄k} tak, ºe c̄k+1 − C < c̄k−C

2 . Uvaºovaná
podposloupnost c̄k je pak monotónní.
Nech´ bn není omezená. BÚNO bn je neomezená shora. Pak existuje prvek b̄1 > 1.
K n¥mu existuje prvek b̄2 > 2b̄1. Dále konstruujme b̄n+1 > 2b̄n. Hledaná monotónní
podposloupnost je pak {b̄n}.

C ⇒ B: ryze monotónní podposloupnost je zárove¬ prostá

C ⇒ A: Plyne ze C ⇒ B a B ⇒ A.

B ⇒ D: Nech´ bn je prostá podposloupnost. Pro ni platí, ºe bn ̸= bm, kdykoli m ̸= n. Pak
mnoºina hodnot posloupnosti an obsahuje mnoºinu {bn, n ∈ N}, která ale musí být
nekone£ná (ºádné dva prvky bn nemohou být stejné).

D ⇒ B: Uvaºujme A mnoºinu hodnot an. Poloºme b1 = a1. Poloºme A1 = A \ {b1}.
Protoºe A je nekone£ná, tak i A1 je nekone£ná.
Poloºme b2 = ak, tak, ºe k je nejmen²í moºné takové k, ºe ak ∈ A. Pak platí, ºe
A2 = A1 \ {bk} je op¥t nekone£ná.
Postupujme indukcí.

C ⇒ D: Plyne ze C ⇒ B a B ⇒ D.

D ⇒ C: Plyne ze D ⇒ B a B ⇒ C.
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2 Úvod a Posloupnosti

2. Existují posloupnosti {an}, {bn} tak, ºe lim an = 0, lim bn = +∞ a lim anbn neexistuje?

�e²ení: Ano. Nap°. an = (−1)n

n , bn = n.

3. Sestrojte konvergentní posloupnost takovou, ºe max{an} neexistuje.
�e²ení: Nap°. an = −1/n.

4. Nech´ {an} konverguje. Musí platit lim(an+1 − an) = 0 a lim an+1

an
= 1 ?

�e²ení:

Ano - limita vybrané podposloupnosti a aritmetika limit.
Ne, nap°. {qn}, |q| < 1 (aritmetika limit selºe kv·li d¥lení 0).

5. (a) Nech´ {an} je konvergentní posloupnost celých £ísel. Musí být limita celé £íslo?
�e²ení: Ano. Aby byla taková posloupnost konvergentní, musí být od jistého
£lenu konstantní. Tedy limita je celé £íslo.

(b) Nech´ {an} je konvergentní posloupnost racionálních £ísel. Musí být limita racionální
£íslo?
�e²ení: Ne. Nap°. posloupnost 3; 3, 1; 3, 14; 3, 141; 3, 1415. . .→ π.

6. Jestliºe platí, ºe an+2 ≥ an, musí mít posloupnost limitu? Co kdyº p°idáme omezenost?
�e²ení: Ne. Nap°. (−1)n.

7. Najd¥te k dané neomezené posloupnosti an takovou nenulovou posloupnost bn, aby
anbn → 0.
�e²ení: Pro £leny an = 0 poloºme bn = 1. Pro nenulové an uvaºujme bn = 1

an
· 1
n .

8. Sta£í pro konvergenci posloupnosti, aby |an+1 − an|
n→∞−−−→ 0 ?

�e²ení: Ne. Nap°. pro an = log n máme limn→∞ log n = ∞, ale log(n + 1) − log n =
log n+1

n → 0.

9. Nech´ b ∈ R∗. Najd¥te posloupnost {an}, aby lim an+1

an
= b.

�e²ení: Pro b ∈ R uvaºujme an = bn. Pro b = ∞ máme nap°. an = nn. Pro b = −∞
pak an = (−1)nnn.

10. Nech´ M je neomezená mnoºina, nech´ β > 0. Existuje pak A ⊂ M nekone£ná tak, ºe
∀x, y ∈ A, x ̸= y platí, ºe |x− y| > β ?
�e²ení: Ano. BÚNO nech´ M je neomezená shora. Pak uvaºujme mnoºiny B1 = [0, β),
B2 = [β, 2β), B3 = [2β, 3β). . .
Poloºme Is = {i ∈ N : i je sudé a M ∩ Bi ̸= ∅}. Analogicky poloºme Il = {i ∈ N :
i je liché a M ∩Bi ̸= ∅}.
Pak alespo¬ jedna z mnoºin Is a Il je nekone£ná mnoºina (jinak by M byla omezená).
BÚNO Is je nekone£ná. Pak z kaºdé mnoºiny Bi, kde i ∈ Is vybereme jeden prvek
xi ∈ Bi. Mnoºina A =

⋃
i∈Is{xi} pak má odpovídající vlastnosti.
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3 Funkce

11. Nech´ je funkce klesající na disjunktních intervalech I a J . Musí být klesající na I ∪J ?
�e²ení: Ne. Nap°. 1

x na (−∞, 0) a (0,∞).

12. Nech´ je funkce konvexní na intervalu [−1, 0] a také na [0, 1] ? Musí být pak konvexní
na [−1, 1] ?
�e²ení: Ne. Nap°. Sudé roz²í°ení funkce x(x− 1).

13. Sestrojte (sta£í obrázkem) nezápornou funkci f na intervalu (0, 1), nespojitou práv¥ v
bodech mnoºiny { 1

n ; n ∈ N} tak, aby limx→0+ f(x) = 0 a aby

inf{f(x);x ∈ (0, 1)} = 0, sup{f(x); x ∈ (0, 1)} = 1.

�e²ení: Nap°. f(1/n) = 1/(n− 1), f = 0 jinde.

14. Nech´ f je nekonstantní periodická funkce na R. Ukaºte, ºe pak neexistuje limx→∞ f(x).
�e²ení: Sporem. Nech´ f je periodická s periodou p. Jelikoº je nekonstantní, tak
existují body a, b tak, ºe f(a) ̸= f(b). Pak pro r·zné dv¥ posloupnosti limn→∞ f(a +
pn) = limn→∞ f(a) = f(a) ̸= limn→∞ f(b + pn) = limn→∞ f(b) = f(b). Coº je spor s
Heineho v¥tou.

15. Nech´ f je funkce spojitá na R, pro kterou existují limity v nevlastních bodech a

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→+∞

f(x) = 0.

Zjist¥te, zda je pak jiº f omezená a zda nabývá v alespo¬ jednom bod¥ z R maxima
nebo minima.
�e²ení: Je-li funkce konstantní, pak jiº musí být nutn¥ f ≡ 0, tedy je omezená a
nabývá extrém·.
Nech´ f není konstantní.
Omezenost. Pak existují intervaly (−∞, a) a (b,∞) takové, ºe na nich |f | < 2 (z de�nice
limity). Na intervalu [a, b] je pak f omezená z v¥ty o spojitosti a nabývání extrém·.
Nabývání extrém·. Jelikoº f je nekonstantní, tak existuje x0, takové, ºe f(x0) ̸= 0,
BÚNO f(x0) > 0. Pak z de�nice limity existují intervaly (−∞, a) a (b,∞) takové, ºe
na nich f(x) < f(x0)/2.
Interval [a, b] je omezený a uzav°ený, tedy na n¥m funkce f nabývá maximum. Jeho
hodnotu m·ºeme odhadnout max[a,b] f(x) ≥ f(x0). Mimo tento interval vy²²í hodnota
nem·ºe nastat, tedy jsme na²li maximum.
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16. Rozhodn¥te, zda je funkce

f(x) = arctan
1 + x

1− x
− arctanx

konstantní ve svém de�ni£ním oboru a °e²ení od·vodn¥te.
�e²ení: Na intervalech (−∞, 1) a (1,∞) má funkce derivaci

f ′(x) =
1(

1+x
1−x

)2
+ 1

· 2

(1− x)2
− 1

1 + x2
= 0.

Na kaºdém intervalu zvlá²´ je tedy konstantní. Na celém Df ale konstantní není, protoºe
nap°. f(−1) = 0− arctan 1 = π

4 , ale limx→∞ f(x) = arctan(−1)− π
2 = −π

4 − π
2 = −3π

4 .

17. Najd¥te p°íklad funkce, pro kterou existují derivace na intervalech (a, c) a (c, b), dále
existují a jsou si rovny limx→c− f ′(x) = limx→c+ f ′(x) a p°itom neexistuje f ′(c).
�e²ení: Nap°. | sgnx|.

18. Napi²te p°íklad funkce, která není spojitá v bod¥ 7 a p°itom f ′
+(7) = 2.

�e²ení: Nap°.

f(x) =

{
0, x < 7,

2x, x ≥ 7.

19. Nech´ je funkce f spojitá v bod¥ 0. Musí existovat f ′
+(0) ? Dokaºte, nebo sestrojte

protip°íklad.
�e²ení: Ne. Nap°.

f(x) =

{
x sin 1

x , x ̸= 0,

0, x = 0.

Pak 0 = f(0) = limx→0 x sin
1
x (omezená a mizející), tedy je f spojitá v 0.

Pro derivaci máme

f ′
+(0) = lim

h→0+

h sin 1
h − 0

h
= lim

h→0+
sin

1

h

Limita vpravo ale neexistuje. Uvaºujme Heineho v¥tu a posloupnosti an = 1
2πn a bn =

1
(π
2
+2πn) .

20. Sestrojte (sta£í obrázkem) ryze monotónní funkci na intervalu (0, 1), která má in�mum
hodnot rovné 0, supremum hodnot rovné 1 a je nespojitá práv¥ v bodech 1/n pro n ∈ N,
n > 1.
�e²ení:

Konstruujeme postupn¥ do 0 jako na obrázku:
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21. Nech´ f(x) a g(x) jsou funkce. (A p°edpokládáme, ºe následující výroky mají smysl.)
Ur£ete, které výroky jsou pravdivé

(a) f i g jsou liché.

i. f + g je lichá
�e²ení: Ano. (f + g)(−x) = f(−x)+ g(−x) = −f(x)+−g(x) = −(f + g)(x)

ii. fg je lichá
�e²ení: Ne, je sudá. (fg)(−x) = −f(x) · (−(g(x))) = f(x)g(x)

iii. f(g) je lichá
�e²ení: Ano, f(g(−x)) = f(−g(x)) = −f(g(x))

(b) f je sudá, g je lichá.

i. fg je sudá
�e²ení: Ne. Je lichá, (fg)(−x) = f(x) · (−g(x)) = −(fg)(x)

ii. f(g) je sudá
�e²ení: Ano. f(g(−x)) = f(−g(x)) = f(g(x))

iii. g(f) je sudá
�e²ení: Ano. g(f(−x)) = g(f(x))

iv. g + f je sudá
�e²ení: Ne. Nap°. x a x2. Pak f + g = x+ x2 = x(1 + x).

(c) f i g jsou rostoucí

i. f + g jsou rostoucí
�e²ení: Ano. Nech´ s < t. Pak (f + g)(s) = f(s) + g(s) ≤ f(t) + g(t).

ii. fg jsou rostoucí
�e²ení: Ne. Nap° x a x.

iii. f(g) jsou rostoucí
�e²ení: Ano. Nech´ s < t. Pak g(s) ≤ g(t). Tedy f(g(s)) ≤ f(g(t)).

(d) f je sudá

i. je-li f rostoucí na (0,∞), je rostoucí i na (−∞, 0).
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�e²ení: Ne. Nap°. x2.

ii. je-li f konvexní na (0,∞), je konvexní i na (−∞, 0).
�e²ení: Ano. Je-li f konvexní na (0,∞), tak pro 0 < s < t < u máme

f(t)− f(s)

t− s
≤ f(u)− f(t)

u− t

Pro −u < −t < −s < 0 pak je

f(−u)− f(−t)

−u+ t
=

f(u)− f(t)

−(u− t)
≤ −f(t)− f(s)

t− s
=

f(−t)− f(−s)

−t+ s
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