18. cviceni — L’Hospital, Heine
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Spoctéte limity. Nezapomente na Heineho a na fakt, Ze ne vzdy L’Hospital pomuze.
(a) i 290 + 32 — 4
a) lim ———
{—)1 x40 — 2z +1
Reseni:
. 2% +3z—4pm . 602°+3 63
im—— == lim——— = —,
=1 240 — 22+ 1 0/0 2—1 40239 —2 38
T —arccosz
(b) lim 2
{HO T
Reseni: .
Z —arccosz
lim 2————2 P iy Vim2? g
z—0 x 0/0 z—0 1
tanx — x
(¢) im ——
=0 x —sinz
Reseni: (Piiklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIR8.PDF)
1 1—cos’z 1 1 1
VANT Z T IH o e iy et gy 20087 1AL,
z—0 cos?x 12 )

z—0 r —sinz 0/0 z—»0 1 —cosx z—01 —cosz

S

. tan

A
ReSeni:

Budeme prve poéitat limitu funkce, pomoci L’Hospitalova pravidla typu "0/0".

2

wn

1
tanr —x 'y .. oo — . 1 —cos“x
————— = lim <" = lim —— —

20 cos? (1 — cos x)

lim

z—0 r — sinx z—0 1 — cosx

1+ coszx 1+1

lim 5
z—0 cos?zx

tanz—x
g T £ 0,

. et . 1 . tv .
Nyni pouzijeme Heineho, x,, = -, z;, je v definicnim oboru funkce 72—,
. 1 .
lim > = 0.
Odtud L
 tanl -1
llm # == 2
n—oo = —gin =
(e) lim z”
z—0+
Prve prepiSeme
lim 2% = lim e®n®
z—0+ z—0+
Limitu vnitini funkce nyni spo¢teme pomoci L’Hospitala
1
. . Inz pg . P .
lim zlnz = lim —— = lim &% = lim —z=0.
z—0+ z—0+ P néco/oco z—0+ ;—2 z—0+
1
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Slozenim s vné&jsi funkci dostavame

lim z° =€’ =1
r—0+

arcsin 2x — 2 arcsin x

(f) lim

z—0 3
Reseni: (Piiklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIR8.PDF)
. . 2 2
arcsin2x — 2arcsin® 'g ;.  /1-422  v1-a22
lim 3 = lim 5
z—0 X 0/0 z—0 3z
, 2 V1—22—V1—42? voar 2 3
= lim . = 2.2 =,
2—0 3v/1 — 422v/1 — 22 x2 3 2
kde druhou limitu jsme spocetli rozsifenim
V1T =22 — 1 — 422 ) 1— 22 —1+422
lim = lim
z—0 x2 7=0 22(v/1 — 422 + V1 — 22)
3z 3

= lim = .
20 22(V1 — 422 + V1 —22) 2

: 3\"
© Jm (1+7)

Regeni: Uvazujme nejprve limitu funkce

lim (1 + 3) — lim e®los(+3)
X

Méame vnéjsi funkci f(y) = e¥, vnitini funkei x log(1+ %) Spocteme limitu vnitini
funkce:

lim xlog(l+ §) = lim 3

T—00 €T T—00

log(1 + %) AL
3.

Pak pocitame limitu vnéjsi funkce

lim e¥ = 3.
y—3

Limita celkem:

. 3
lim e®los(1+3) = ¢3

Tr—00
VOLSF 1: vnéjsi funkce f(y) = €Y, vnitini funkce xlog(1 + %) Limity viz vyge.
Podminka (S): €Y je spojita v 3.
VOLSF 2: vngjsi funkee f(y) = w, vnitini funkce g(z) = % Dale limg 00 % =
0, lim, o w = 1. Podminka (P): % # 0 pro x € P(o0o,1).
Nyni limita pavodni posloupnosti. 7 Heineho: z, = z, z, — 00, T, # 00 pro
vsechna n € N.
Pak

3 n
lim (1 + > =3
n— o0 n

Jind moznost: Funkce (14 3z)Y/*, z, = %, Ty — 0+, % # 0 pro vSechna n € N.
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1 1

a—0xsine  w
ResSeni:
. 1 1 . x—sinx /g .. 1 —cosx
lim — ——2:1111127_ = lim - 5
z=0xsinr =0 x2sinx  0/0 z—0 2z sinx + x2 cosx
I 1 —cosx x voar, 1 1 1
= lim - — = - .=,
=0  x? 2sinz 4+ xcosz 2 3 6

Druh4 limita se opét vytesi L’Hospitalovym pravidlem:

. x L'H . 1 1 1
lim — = lim . = =,
z—0 2sinx + x cosx 0/0 x—0 2cosx + cosx + xz(—sinz) 2+1+0 3

ResSeni:
Budeme uvaZovat limitu funkce:

21In(z+1) 1

In? 1) o 1 1 ' =1

lim ) (+1) H iy =+t i —n(x—i— ) K gy 2L,
z—o0 (x —1)? nécofoo z—00 2(x — 1) @00 (x + 1)(z — 1) nécofoo z—00 2z

7 Heineho, x, = z, x, — o0, T, # coVn € N,

In?(n + 1
i 2D
n—00 (n — 1)2
Nyni ze dvou policajtt nebo z véty o omezené a mizejici mame i, Ze
In?(n + 1)
. \nm _
2V T =0

() 1 rcotgr — 1
im ————
J :5—)0 x2
Reseni: (Piiklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIRS.PDF)

. xcotgr —1 g . cotgr — = sinzcosx —x
lim ——>—— "= lim lim —
z—0 T 0/0 z—0 2x z—0 2xsin“ x
o z?  sinxcosz —x voary 4 —1_ 1
T 50 sin’ 223 B 33
Pro druhou limitu méame
i sinzcosT —x [/H . cosxcos —sinxsinz — 1 , cos(2x) — 1
im——— = lim = lim ———%——
=0 213 0/0 z—0 62 =0 622
. 1 — cos(2x) 2 1 1
=lm - =33 F
2

(k) lim ——
x—00 /2 +1
Resent:

Matematické analyza 1, 2023/24, Kristyna Kuncové


https://users.math.cas.cz/~vanzura/SBIR8.PDF

L’Hospitalem upocitat nejde. Vytkneme

I : lim % 1
im —— = lim ——==1.
T—r00 1/$2_|_1 T—00 ’m“ /1_‘_%
x
(VOLSF na \/y a 1+ w%, podminka (S).)
) n

1) lim ———

n—00 \/n2 + 1

ReSeni: Uvazujme limitu funkce

limL: lim —— = lim — = - =1.
T

VOLSF f(y) = /¥, g(z) = 1 + &. Navic limgoo 1 + &5 = 1, limy1 /5 = 1,
podminka (S): f je spojitda v 1. Tedy limz_00 /1 + :%2 =1.
Heine: z, = n, x, — o0, x, # oo pro viechna n € N. Tedy

n

im —
n—oo \/m2 + 1

m (1)
(m)  lim (—1) =
Regeni: 7 predchoziho pitkladu (Heine a VOLSF) méme

. _1\n n .
A (1) oI
Oznacme
by o— "
RV |
n
y = (—1)"
= vn? +1

Uvazujme nyni ptivodni limitu pro sudé ¢leny, tedy ao, = boyp. 7 véty o limité
vybrané posloupnosti (vybrané z b,) mame

lim a9, = 1.
n—o0

Pro liché ¢leny, tedy agn+1 = —bon41 méme z véty o limité vybrané posloupnosti
(vybrané z by,)

T}gl;o agn+1 = —1.
Tedy mame dvé posloupnosti vybrané z a,, které maj{ odlisnou limitu. Tedy
lim,,_, 00 @y, neexistuje, coz plyne z véty o limité vybrané posloupnosti (vybrané
7z ap) a jednoznanosti limity.

(n) lim Inz-In(1 - 2)

T—1—
ReSeni:
) . Inm(l—2) e .. fiz . Inz
lim Inz-In(l —2) = lim ——— = lim = lim —zlnz
r—1— z—1— - néco/oco r—1— —5 z—1— — X
Inz zln“x

voaL -1-0-(-1)=0
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nk
(o) lim cos(nm)—, k€ N, a > 0.
e

n—00 an
ReSeni:
Nebot cos(nm) = (—1)", musime limitu nejprve roztrhnout. Budeme pocitat jen

Ptrevedeme na funkci. Pak pouZijeme I’Hospitala typu "néco/oo". PouZijeme jej
k-krat. Opakované nutno ovéfit podminky I’'Hospitala (vychézi pofad stejné).

ooy ket k(R- D2t g k(R—1)- 22 g
x—o0 4% z—o0 qed® T—00 a?ed® T—00 ak—1ear
, k! k!

lim —— = —-0=0.
r—00 qkea® ak

7 Heineho pak i limita

Po pfidani kosinu ziskdme ze dvou policajti vysledek

’I’Lk
lim cos(nm)— =0
n—o00 ean
1 1
lim — — ————
(p) 250 T In(1+ )
Regeni:

1 1 . In(l+z)—2 x In(1+2z) — 2 voar 1 1
lim—— ——— =lim —————— = lim . =71 —==——.
a—0z In(l+z) 220 zln(l+zx) 2—0 In(1 + z) z? 2 2
Druhou limitu spo¢teme L’Hospitalem

In(l+z)—z 1 1 1—1- -1 1
g 2OH D) ey e L Mol 2L
x—0 x2 0/0 z—0 2x z—0 235‘(1 + 1‘) x—0 2(1 + $) 2

. 1 x T
(q) mlg& P <\/& arctan \/; — Vb arctan \/;> ,a,b>0

Regeni: (Piitklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIRS.PDF)

T _ T val yal Vb1 /bl
(ﬁarctan\/; \/l;arctan\/;) LH Trz2Vea ~ Trra\ @b

li = [ 2 -
2304 /T 0/0 w0+ NG
1 1 1 1
= lim e lim b_a VO:AL} 1.1
z—0+ 3x a—0+ (1 4 %)(1 + %)3 3\b a
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2. Rozhodnéte, zda je funkce f(z) = %, (m) = —%, spojita v .

ReSeni: Je potieba vysetfit, zda se limita v m rovnd funkéni hodnoté. Tedy
x cos 2x sin 3z . xcos2x sindx VOAL T 3 3

1mﬁ: 11m —
T T2 —T =T r+T T —T 21 2

Druhou limitu jsme spocetli

lim sin 3x L/:H lim 3 cos 3x __3

=T L — T 0/0 T 1

Zavér: funkce f neni spojitad v .

Bonus

3. Spoctéte limity

(a) sinx

lim (cotg x)

r—04
Reseni:
lim (COtg x)sm:c — lim €sm:r:ln(cotz)
z—0+ z—0+
Pro vnitini funkci:
1 —1
_ ) . In(cotx) ' .. " sin?
lim sinzIn(cotz) = lim ( : ) = i T sinz
z—0+ z—0+ - néco/oo =0+ —5— - cosx
Sin sin® T
. sin x
= lim =0

x>0+ cos? x

Dohromady s VOLSF

lim 6sinm1n(cotx) -V =1
z—0+

1
lim [ tg e =1
T—00 2x + 1

Reseni: (Pfiklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIRS.PDF)

i (16" )" <t bl )
i (teg ) = et e

Pro vnit¥ni funkci mame

In (te —r= 1 . 1 | m(2z41) 27z
oM\ miT) g te cos? i (2a+1)2
lm ———= "= lim
T—00 X néco/oo T—00 1
I us 1 1
fr— lm . .
: T T 2
w00 sin 57y cos 5oy (22 + 1)
7 VOLSF
. T
hm — axz  — .
T—00 S1n 21
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Druhou limitu upocéteme L’Hospitalem

—2
@t 2 1 -4 VOAL

1
2041)2 L'H .
(2z+1) — = lim . =

lim ——— "= lim -
200 COS 547 0/0 z—o0 —sin

T .
2e+1  (2z+1)2

Z4vdr:

1
T—00 20 + 1

. 1
lim cotgx — —
z—0 x
Reseni: (Priklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIRS.PDF)

. 1 . xcosx —sinx . €T rcosx —sinx
lim cotgxr — — = lim —— = lim — . 5 =1-0
z—0 xT x—0 rsinnx z—0 SIn T xT

Druhou limitu vyfesime L'Hospitalem

. xrcosx —sSinx /g .. COST — xSInx — COSX . —sinx
lim —— = lim = lim
z—0 x 0/0 z—0 2z z—=0 2

1
1 z
. <<1+>>
x—0 e

Reseni: (Pfiklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIRS.PDF)

Prve piepiSeme
1
1 ln<<1+w)z )
. T e
lim e

x—0

Pro vnitini funkeci mame

1
) 1n((1+1:)z)—lne i+ -1 In(l42)—=z
lim =lim%*——— = lim 5
x—0 xT x—0 €T x—0 X
1
LH .. T % 1
0/0 z—0 2z 20 2z(x + 1) 2
Celé dohromady
1, ( (1+z)% >
x e 1
lim e —e 2
x—0
(0 )
lim C—,
n—oo 1,
c> 1.
Reseni: Prevedeme na funkci:
b zlnc I/ “lne
lim — = lim = lim =00
T—00 I rz—00 I T—00 1

ez oo —msingrty (224 1) — -
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7 Heineho plyne, Ze i pavodni limita

ReSeni:

Budeme pocitat limitu funkce:

x—0+
Tedy musime spocist
1 In(lnd)
lim zln(ln—) = lim (1 z) L'u
z—0+ X z—0+ = 04

Nyni pouzijeme Heineho, verze zprava: z, =

obor je také ok. Tedy

lim

%, Ty # 0, limnﬁoo% = 0, defini¢ni

lim (lnn)% =l =1

n—o0

Zkouskové piiklady

4. Spoctéte limity

1 1
lim n® (2cos — — 2+ —
(a) lim n < cos n4>

n—oo

ResSeni: Pouzijeme Heineho: z, = #, Tn # 0, limy, # = 0, defini¢ni obor je

také ok.
Budeme tedy pocitat limitu funkce:

. 2cosx—242% pg .. —2sinx+2r .. —2cosx+2 . 2 1—cosx
lim 7l = lim—7p—— = lim—-—--—1lim ——F—
2—0 x 0/0 2—0 423 0/0 2—0 1222 2012 22
voarl 1_ 1
6 2 12

Zaver (z Heineho mame pro pivodni limitu):

n—oo 2

\/e‘”—sin:n—\/l—l—%

1 1 1
lim n® <2(:osn—2+n4> = T

. 2
ex—smm—l—% 1

. 1
(b) lim . g =—
z—0+ arcsinz — sinx 2
ReSeni:
T n IQ
ver —sinz —4/1+ 5
lim - 2 = lim
z—0+ arcsinx — sin z—0+

arcsinz — sinx : 2
ver —sinz +4/1+ %
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Pro druhy zlomek mame

) 1 ar 1 1
lim = -

0 e s+ 142 1FD 2

Pro prvni zlomek:

. 2
e’ —sine —1—-% g ex—cosx—xL'Hl

e’ +sinx — 1

h%l - - = 11161 —Y———— = i%l = -
z—0+ arcsinx —sinx  0/0 z—0+ iz —cosw 0/0 z—0+ W +sinz
L'H .. e’ 4+ cosx AL 1+1 )
= lim = =1
0/0 z—0+ 2z2+41 2:0+1 1
/0 WiEss +cosx T+
7 aritmetiky limit pak pro cely priklad méme
2
e’ —sinx —1— % 1
lim . —2Z . L =
r—0+ arcsinx — sSinx \/m+ /1 + %
Pouzili jsme VOLSF (lze i pfimo ze spojitosti):
o f(y) =92 glx)=1—22 limy o4 1 — 2% =1, limy 1 ¥°~2 = 1. Podm. (S):

y®/2 je spojita v 1. Tedy limg 04 (1 — x2)5/2 =1.

e f(y) =Y, 9g(x) = €* —sinz, lim; 04 € —sinz = 1, limy 1 \/y = 1. Podm.

(8): /¥ je spojita v 1. Tedy lim; 04 ve* —sinz = 1.

e f(y) =¥, 9(x) =1+ 322 limy o4 1 + 32% = 1, limy 1 /¥ = 1. Podm. (S):

VY je spojitd v 1. Tedy limg o4 /1 + %x2 =1

2

3 n
, cos =
(¢) lim ( g) =
n—oo \ cos 2

n

Regeni: Pouzijeme Heineho: z, = 2
také ok.

Budeme tedy pocitat limitu funkce:

1

cos 3x \ =2 1 cos 3
hm hm ex? log( cos bx )
z—0 \ cos DT z—0

Pro vnit¥ni funkeci mame

1 3 cos 5z | —3sin 3z cos 5x+5 sin 5x cos 3z
lim — lo COS Ox L:H lim <08 3z cos? bz
z—0 2 cosbzr / 0/0 z—0 2x
1 1 —3x sin 3x cos 5x
= Z. . 3. 5
2 cos3x cosdT ( 3T *
ALl 1
= _ .- (-3-3-1-1+5-5-1-1)=28
2 1-1 ( + )
Slozend funkce pak ma: .
lim ez% lOg(Zgzgz) = 68
z—0

= o # 0, limn_mo% = 0, defini¢ni obor je

5 sin bx cos 3x

5
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Zavér (z Heineho mame pro pitvodni limitu):

2

3 n
) cos 2
lim ( T5L ) =8
n—oo \ cos 2

n

Pouzili jsme VOLSF:
cos 3z

o fly) = ¢, g(x) = j5log =82, lim, 0 g(x) = 8, limyge? = €% Podm. (S):
€Y je spojita v 8. Tedy lim,_o f(g(x)) = €®.
o f(y) =Y, g(z) = 3z, limy 03z = 0, limy o *2¢ = 1. Podm. (P): 3z # 0

na P(0,1). Tedy lim,_0 511313’6 =1. !

X
o f(y) = Sizy, g(x) = 5z, lim, 052 = 0, lim, o ¥2% = 1. Podm. (P): 5z # 0

i Y
na P(0,1). Tedy lim,_,o S25% = 1.

(d) lim c?s arctan y/n
n—oo sin arccot \/n
Regeni: Pouzijeme Heineho: z, = \/n, z, # 00, lim,,_,s /1 = 00, defini¢ni obor
je take ok.
Budeme tedy pocitat limitu funkce:
cosarctanx . arccot x cosarctanx

1m —————"—7 = 11Imn " . =
x—o00 Sln arccot x x—o00 sln arccot x arccot x

Pro druhy zlomek plati

. 1
cosarctanz r/'g .. sin(arctan x) - 1422
im T arceotz = lim T
— - —

z—oo arccotx  0/0 T—oo T4z2

= lim sin(arctanz) = 1.
T—r00

Dohromady tedy

. arccot x cosarctanx Ay,
lim — . =1-1=1.
z—00 SIn arccot x arccot x

Zaver (z Heineho mame pro pivodni limitu):

cos arctan y/n
im ——— =
n—oo sin arccot y/n

Pouzili jsme VOLSF:
o f(y) =sinY, g(x) = arctanz, lim, o g(x) = 7, limy, = sin§ = 1. Podm. (S):

sin? je spojita v §. Tedy limg o sin(arctanz) = 1.

e f(y) = Si%, g(x) = arccot x, lim,_,o arccotz = 0, limy_o Sizy = 1. Podm.
(P): arccot x # 0 na P(oo,1). Tedy lim,_q % =1.
1 Vn2+1
(e) lim (1 + log (1 + n))

n—oo

Reseni: Pouzijeme Heineho, verze zprava: x, = %, Ty > 0, limnﬁoo% = 0+,
defini¢éni obor je také ok.
Budeme tedy pocitat limitu funkce:
N 1
lim (14 log(1+ x)) R e S S e

z—0+ z—0+
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Pro vnitini funkci mame

1 log(1 + log(1 log(1
li%l+ log(1+log(1+z))y/1+ — = lim 1422 og(l +log(1 + 7)) log(l + )
r—r

x z—0+ log(1 + x) N
/1122 log(1 +1log(1+x)) log(l + )
log(1 + z) x
Ay 11=1
Slozena funkce pak ma:
lim elog(l+log(1+a;)) 1—1—3%2 _ 61
z—0

Zaver (z Heineho mame pro pivodni limitu):

1 n2+1
lim <1—|—log <1+>> =e.
n—o00 n
Pouzili jsme VOLSF:

e f(y) = w, g(x) =log(1+=), limy_,04 log(1+z) = 0, limy_g w =1.

Podm. (P): log(1 4 ) # 0 na P*(0,1). Tedy lim,_,0 % -1

e f(y) =¢Y, g(x) =log(1+log(14+x))/1 + %2, lim, 04 g(z) =1, limy_,1 ¥ =e.

T
Podm. (S): €Y je spojita v 1. Tedy lim,_0+ glostitloaltm)yItey _ o

5. Sestrojte funkce f,g rostouci a spojité na R takové, ze 2 = f(x) — g(z) pro vechna

z € R.

Regeni: Napt. —e % a z
Zkusime to pfes derivace. Jestlize 22 = f(x) — g(x), pak rovnost plati i po zderivovani,
tedy 2z = f'(z) — ¢'(z).

Tedy f'(x) = 2x + ¢'(z). Navic potFebujeme, aby f'(x) > 0 a 2z + ¢'(x) > 0, neboli.

2 x

—e .

g (z) > —2x.
Nyni vyuzijeme znalosti e > x + 1.
Pak g(x) = —e % i f(z) = 2% — e~® jsou rostouci a spojité a f — g = z2.
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