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Piiklady

1. Spoctéte limity

sinx

®) B

Reseni: Pouzijeme vétu o dvou policajtech. Pro z > 0 mame

1 sinx 1
——< =<
T T T
ST 1 .
Protoze limy oo £, = 0, tak i
sin x
im = 0.
r—oo I

(b) ZILH;O e Ycosx

ResSeni: Pouzijeme vétu o dvou policajtech. Mame

—e ¥ <e Tcosx <e "

Protoze lim,_,o, £e™® = 0, tak i

lim e *cosz = 0.
Tr—00

(¢) lim 23 sin(z?)
z—0

ResSeni: Pouzijeme vétu o dvou policajtech. Pro x > 0 mame
—? < 22 sin 22 < z°

Pro x < 0 mame
3

23 < 22 sin 22 < —z
Dohromady muzeme psat
0 < |23sinz?| < |28

ProtoZe lim,_q |23| = 0, tak i

lim 2° sin(z?) = 0.
z—0

(d) lim x +sinz

00 x — Sinx
ResSeni: Vytkneme nejrychlejsi ¢len:

fim x+sinz im 1+WVQAL 1+0
oo x —sinx w00 ] — ST 1 _(

1.

Limita lim,_,~ sinz/z = 0 podle prvniho piikladu.
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(e) lim a;cos( r+3 >
z—0+ \/E—]_

Reseni: Pouzijeme vétu o dvou policajtech. Mame

< <x+3><
—z < xcos <z
f

r—1

Protoze lim,_,o 2 = 0, tak i

lim x cos z2+4d =0
x—0 \/.%—1 o

(f) lim &€

z—o0 e¥ — e~ 7T

Reseni: Vytkneme nejrychlejsi ¢len

lim L_‘_e_qj = lim 71—1_6_21; VoL 71_'—0 =1
T00 e¥ —e~T xoool —e—2% 1—0_ ’

(g) IILH;O(Z + cosx)

ResSeni: Limita neexistuje:

.
s
.
/\/\/\/\/\/\
1
ENE B S S R R S NS S S RS (RS U VNS U R T R T

.................

(h) lim = +sinx
T—00

ReSeni: Z jednoho policajta
r—1<x-+sinzx

Navic

lim z — 1 = oo,
T—r 00

tedy i

lim z + sinz = oo.
Tr—r00

(i) lim e®cosz
Tr—00
Reseni: Limita neexistuje. Graf (na obr. je kvili ndzornosti funkce e” cos(8z),

ale myslenka je stejna):
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2
T
) lim —
(i) iy
Reseni:
. 22 voar 0
lim — =" -=0.
z—0 e 1
. T
(k) lim —
z—00 SIn T

Reseni: Limita neexistuje. Funkce g — neni definovana v bodech km. CoZ zna-

mena, ze pro dané € nejsme schopni najit zddné J-okoli bodu oo, kde by funkce
byla definovana. Kvili tomu oviem nedokazeme ovérit definici limity.
2. Spoctéte limity
(a) lim 2® —2® + 3z —8
fé—)OO
ResSeni: Vytkneme

1 3 8
lim 23 — 2% + 3z — 8 = lim 2° <1——+———) VA 01 -04+0-0) = .
X

T—00 T—00

2+1
(b) lim vat+ 1

T—00 x
Reseni: Vytkneme

lim ——— = lim —- =1

T—$00 T T—00 I

1
r?+1 v VI voar
: 2

=] =

Limita limg_y00 4/1 + z% se spocita pomoci limity sloZzené funkce. Vnitini funkce je

g(z) =1+ x—lg, vnéjsi f(y) = \/y. Pro limity plati

. 1
Iml4+—==14+0=1

T—00 2

Plati podminka (S): vn&jsi funkce f(y) = /¥ je spojita v bodé 1.

Matematicka analyza 1, 2023/24, Kristyna Kuncova 3



(c) lim vz +2—+x

r—r00
ResSeni:
Rozsifime

r+2—x voArL 2
hm vVi+2-— lim = —— =0.
\Fa:—mo\/a:+2+\/5 00 + 00

Plati, Ze limg, oo vV + 2 =

oo protoze g(x) = x+2, f(y) = /y. Naviclim, ;o g(z) =

00 + 2 = 00 a limy o = 0o. Plati podminka (P), protoze  + 2 # oo na okoli

P(o0,1).
2
(d) lim vart+l
T——00 T

ReSeni: Vytkneme

1
. z?2+1 . |x|\/@ \/ . \/1"":%2
llm —= lim ——+—— lim —-1.+— = —
T——00 T T——00 I 1 x—> © T T 500 1
(e) lim vVa+2++x
J‘T’—)OO
Reseni: N
lim vz + 24 vz " EY oo +
Tr—r0o0
Vi 1-1
(f) lim ve+l=-1
$‘,_>0 x
ResSeni: Rozsifime
i Vr+1-—1 i r+1-1 1 1 voarL 1 1
m—— = =lm-— = = _.
z—0 x :c—)() ;p(\/ij +1) z—0 (\/x+1+1) 1+1 2
() I Jr—6+2
im ——
& :5—)—2 x3 + 8
Reseni: Rozsifime
I Vr—6+2 . x—6+ 23
im —————— = lim
r—-2 27 +8 e==2 (3/(x — 6)2 — 23/ — 6 + 22) (23 + 8)
I T+ 2
= lim
e==2({/(x —6)2 —2yx — 6+ 4)(z + 2)(22 — 2z + 4)
1
= lim
e==2 ({/(x —6)2 — 2yx — 6+ 4)(22 — 2z + 4)
VOAL 1 _
(A4 +4)4+4+4) 1447
(h) lim z(vVa?+4+1-—2x)
CE—)OO
Reseni: Rozsifime
: a2 1 _ x. 1 voar 1 1
zlglolox( 2?2 +1-2) = mlglolo\/gﬁi+x_hnolox = 1313
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Bonus
3. Spoctéte limity

) Iim T+ x+
00 vo+1

ResSeni:

Vytknutim dostaneme

A VIIVE . JE ¢1+ Fry/m

lim = lim *—- =1.

T—+00 vo+1 T—00 /2 1+

(b) lim YEFVEEVE
zotoo 2w +1

Reseni:

Vytknutim dostaneme

T i

Vot Vet Ve = lim — L
Jm V2 +1 200 f \ﬁ V2
xT
. V1+2x -3
(¢) im —————
z—4 S —2
Reseni:

Rozsifenim dostaneme
hm\ﬁ?35—3 mnvqiii—3'¢§+2‘vT1§E+3:
o—d T — 2 o—d T — 2 Ve+2 J14+2zx+3

_ 142z-9 Jz+2 . 20 —4) Jr+2

im . = lim =lim2——u—+—
z—4 x—4 V1422 +3 =4 z—4 J14+2x+3 x4 \/1+2x+3

- 2+2 B 4
7343 3
(d) lim VT et , kde a >0
r—a+ A /I‘Z _ a2
Reseni:

Upravou dostaneme

Vi-VatVi—aa 1 i-Vatyi—a_

lim =

N g et VI ta Vi—a

- e (S ) oo

nebot

VE-VaE_ L VE-VE VEEVE o w—a ]

lim = lim

sat T —a  a=ar JT—a JT+.a J:—1>rcrll+\/$—a VT4 +/a

=0.

. r—a 1 ALO 1
= lim 1

z—a+ 1 f + \/> E
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(e) mll)gl@( x—i-\/x—i-\/f—\/})

ResSeni:
Pocitejme

hm< x+\/x+\/§—\/§>zlim e e A
Vo + T+ T+

= lim ot Ve =
TNz T+ VT4 T

vytknutim /2 v ¢itateli i jmenovateli a kracenim dostaneme

. 1 1 1 1 1 1
(f) lim — A=t =A==\ =+
20+ x x x x x x

Reseni:
Rozsitfujeme.

]I

1 1 1 1 1
lim

\/ 1
T
z—0-+ _:cﬁ0+
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5+\/5+\/;+ z\zTVz z T 5+\/;+ 5—\/5+\[

Vytknutim /1/x v ¢itateli i jmenovateli a zkracenim dostaneme

. \/1+f+\/1+f

z—0+
T VE VB 1= Ve VD

V prikladu je mozné i provést substituci % = y. (Technicky jde o VOLSF.) Pfitom je
dilezité, ze ptivodni limita je jednostranné, totiz ze x — 0+, a proto y = % — +o00.
Priklad se pak prevede na vypocet

i (e oo o o)

(g) lim z'/? [(x F 123 (- 1)2/3]

r—r+00

Reseni:
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Rozsifenim dostaneme

2 2
lim o'/ [(z+1)%2—(2-1)%] = lim 2!/%. (21"~ (@—1) _

T—00 T—00 (;p + 1)4/3 + (gj + 1)2/3(1; — ]_)2/3 + (x — 1)4/3
4 - 213
oo (+ D34 (24 125z — 120 + (2 = 1)
4 AL 4 4

= N = = —.
oo (1+ D)3+ (14 D231 - 123y (1-L)/s ~ 1+1+1 3

4. Urcete konstanty a a b, jestlize

2
lim (ac +1—ax—b> =0.
r+1

Reseni: Pocitejme.

. 2 +1 24+ 1—axl—ar—bxr—0
lim —axr—b) = lim =
r+1 T—00 r+1

201 — o) — _
— lim & (1—a)—xz(a+D) b'
T—00 x+1

Limita ma byt rovna nule. To znamené, Ze v Citateli musi zmizet ¢len druhého i prvniho
rfadu, a tedy mame podminky

1—-a=0, a+b=0 - a=1,b=-1.
V1 -1
5. lim L,kdeneN
z—0 X

Reseni: Podle jiz znamého vzorce (A* — B¥) = (A— B)(A* 1+ AF 2B+ .. .+ ABF 24
B*~1) dostaneme

g VItz =1 VIFe—1 Y04 T+ (4 4+ YO+
z—0 xT z—0 €T "\1/(14-3:-)”—1_’_ T\L/(1+x)n—2++ n (1+Z’)+1

l4+z—1 1
= lim . =
250w YA+ T+ A+ 2+ .+ V(1 +z)+1
li L
= 11m
=0 2/(1+z) 14 /A +2) 2+ ...+ Y1 +2)+1
AL 1 1

T+1+..+1+1 n

6. Necht a, A € R. Necht
lim f(z) 4+ g(x) = A.

r—a

Rozhodnéte, zda je mozné, aby pak

(a) I‘i’mx—)a f(x) = OO, hmzﬁa g(lf) = _007

ResSeni: Ano. Napt. f(z) = ﬁ, g(z) = —Lls + A

(z—a)
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(b) ani jedna z limit lim,_,, f(z), lim,_, g() neexistovala,
Reseni: Ano. Napf. f(z) = ﬁ, g(z) = ﬁ + A.
(c) existovala pravé jedna z limit lim,_,, f(x), limg_q g(2).
Reseni: Ne. Predpokladejme, ze existuje limg_,q f(z) = B € R. Navic lze psat
g(x) = f(x) + g(z) — f(z). Pak z aritmetiky limit mame
lim g(x) = lim f(2) + g(z) - f(z) "E" A~ B.

Tr—a
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