10. cvic¢eni — Limita funkce
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
Z grafu
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lim, o 2? = 00
limy,_— oo 23 = —00
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lim,_ . €* = 00
lim, . e*=0
lim, ,ooe™® =0
limg 404+ Inz = —00
limg oo Sinz A
lim,_,gcosx =1
limm%%Jr tgxr = —o0
1imx%%, tgxr =00

limg 04 cot x = 00
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lim,_,g— cotx = —0

Z definice

2. Urcete z definice nasledujici limity (¢i jejich neexistenci)

(a)

lim, ,o(x +2) =4
Reseni: Je f(z) = x4 2. Zvolme £ > 0. Pomoci tohoto ¢ staci uréit § > 0 takové,
aby vSechna x z prstencového okoli (2 — 0,2+ 0) \ {2} bodu 2 spliiovala nerovnost

lf(x) —4|<ee|(z+2) -4 <ece |z -2 <e (%)

Tuto nerovnici umime vyfesit. Jejim feSenim jsou v8echna z z intervalu (2—¢, 2+¢).
Z toho je vidét, Zze stadi polozit § = e, nebot potom

r€(2-6,240) = x€(2—¢,2+¢) = x spliiuje nerovnici (x)
= tvrzeni o limité je dokazéano.
Regeni: Volme ¢ > 0. Chceme najit K takové, aby pro viechna z > K bylo

T
r+1

—1’<5.

Nerovnici upravime na vhodné&jsi tvar pro jeji feseni.

T
r+1

x—(x+1)
rx+1

—1’<6<:>

-1 1
eew|—F|<ee=m|—| <eE.
|<colZ]<e ||

Protoze pro x hleddme okoli 400, miZzeme se omezit na kladna x a tim zrusit
absolutni hodnotu. Pak je vidét, Ze pfi tomto omezeni jsou feSenim rovnice vSechna
z kladna takova, ze z+1 > 1 a tedy > 1 —1. Stai tedy volit libovolné K > 1 —1
(popiipadé K > 0, pokud % <1).
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<C) hmx_)g ﬁ = +00

Regeni: Volme K realné a omezme se na K > 0. Chceme najit § tak, aby pro
viechna z € (2 — 6,24 6) \ {2} platilo, ze
1

1
— > K -2l < —.
|z —2| — i ‘_K

Odtud vyplyva, ze staci volit libovolné kladné § < %

ReSeni: V bodé nula funkce % nemuZe mit limitu, protoZe % < _Tl na (—4,0)
a1l > 1na(0,6). Pro kazdé realné ¢islo L tedy najdeme § tak, ze L nelezi v
f(=6,40). Je-li pak L kladné nekone¢no, potom U = (1,+00) je okolim L, ale
f(=9,+9) neni podmnozinou U dokonce pro zadné § > 0 (obsahuje totiz také
zaporna ¢isla). Obdobné vyloucime zaporné nekonecno.

VySetiime tedy jednostranné limity. Protoze hodnoty % se zveétduji, jdeme-li k nule
zprava, mame podezieni, Ze limita zprava bude +o0o0. Chceme tedy dokazat, ze pro
libovolné K > 0 existuje § > 0 tak, ze f(z) > K, pokud =z € (0,6). Bud tedy
K > 0 libovolné realné &slo. ReSenim nerovnice (uvédomte si, e z, K > 0)

1 1
f(x)ZK@;ZK@mgg,

dostavame, Ze staci volit § < % Tim je dikaz hotov, limy_,o4+ % = +o00.

Dtkaz, ze limg_o— % = —o00, by probihal obdobné. Neexistence limity v nule pak
téZ plyne z nerovnosti jednostrannych limit.

(e) limg_o+ sin% A

Regeni: Volme libovolné pravé prstencové okoli nuly (0,0). Uvazme body x,, = %
Je-li n dost velké (-= < §), pak z, € (0,0) a sinz,, = 0. Uvazme je§té body

Ym = m Opét pro m dost velké (m < d)jeym € (0,0) asiny, =1. Je

tedy vidét, Ze v libovolném okoli (0, ) najdeme body, v nichz funkce sin% nabyva
hodnot nula a jedna, limita zprava tedy nemitze existovat. Diikaz neexistence limity
zleva probiha analogicky, jen u pfed x, a y,, napiSeme minus.

Primo
5. (8) limey 233 = 3322 = =1

(b) limx_% tgx =tanj =1

(C) limg 00 (134)2 = “é” =0

(d) limg—y— oo (7 + 3)%2 = (—00) - (—00) = o0
(e) limg—oo 7_83_1 =“=27 =0

() Timg 00 1n$+1 =“3"=0

(g) limgyoo VX + 2+ =00+ 0
1/0

4. Spoctéte limity, pfip. jednostranné limity.
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(a) limx_>5 %75
Reseni: Dle Véty 4, aplikovanou na jednostranné limity. Zprava:
f(z) =6, limgy_54 f(x) =6,6 >0. g(zr) =2 —5, limy51 g(x) =0, x —5 > 0 na
(5,5 +1). Tedy lim, 54 £ = o0.
Zleva: f(zx) = 6, limyy5_ f(z) = 6, 6 > 0. g(xr) = v — 5, limy_5_ g(z) = 0,
£ —5<0na (5—1,5). Tedy lim,_,5_ g = —o0.
Zavér: lim
=5 T —
(b) limg_o ﬁ
Reseni: Mame f(z) = 2, lim,_,» f(z) = 2 > 0. Navic g(z) = (z — 2)%, g(z) > 0

3 neexistuje.

. 2

(¢) limg_yq =15
Reseni: (Piiklad pfevzat tu: http://www2.gcc.edu/dept/math/faculty/Bancr
oftED/teaching/handouts/limit_examples_from_class.pdf)

Mame f(x) = 22, lim, 44 f(x) = 16 > 0. Navic g(z) = 22— 16, g(x) > 0 na (4,5).
2

Z véty je lim

= Q.
z—d+ 22 — 16

72

_ .2 - . . _
Zleva pak g(z) = 2° — 16, g(z) < O na (3,4). Z véty je xlgz&r BT
Zavér: limita neexistuje.

(d) limgy—_3 gi;ggg Reseni: (Piiklad pievzat tu: http://www2.gcc.edu/dept/math

/faculty/BancroftED/teaching/handouts/limit_examples_from_class.pdf)

Limitu lze rozlozit
.22 —2r-3 . (z=3)(z+1)
llm ——— = lim —%———~.
=322 4+6x+9 z--3 (x + 3)2

Nyni lze psat f(x) = (x —3)(z+1), lim,__3 f(z) = 12 > 0. Navic g(z) = (z+3)?,
o 1o @ =3) (@4 1)
P(-3,42). Z 1 — " =
g(x) > 0 na P(—3,42). Z véty [im, @+ 3 00
() limg—o gz
Reseni: Mame f(x) = 1, lim,_,o+ f(x) =1 > 0. Navic g(z) = sinz, g(x) > 0 na
x s
(0.3). Z vety je xg%{i’ sin
Zleva pak f(z) = 1, limz—o— f(z) = 1 > 0. Navic g(z) = sinz, g(x) < 0 na
_z sty ie i
(=%,0). Z vty je x1—1>I(I)1— sin
Zéaveér: limita neexistuje.

= OQ.

= —0OQ.

0/0

5. Vytknéte vyraz s kofenem,

; 243x—4
(a) limg §2t2§+1

ResSeni: RozloZime na

lim x2+3x—4_hm (x—1)(x+4) n
x—>1$2—2l‘+1 7x—>1(],‘—1)(33—1) 7x—>1(1‘—1).
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Podle predchoziho cviéeni dostaneme

(x+4) — e
r—14+ ((1}—1) o
? 4
lim (z + ):—oo

T—1— (CE — 1)

Limita tedy neexistuje.

3 —2z%4x
23222z

Reseni: Vytkneme

lim, 0

=222+ oz 2222+ 1voar 0—0+1 1
lim ———— = lim — - = —
20223 + 22 —2x 290z 222+ —2 0+0—2 2

ResSeni: RozloZzime

. 2?44z -5 . (x—1)(z+5) .. (z+5)
lim —————— = lim —————— = lim .
z—1 (.Z' — 1)2 z—1 (ac — 1)2 z—1 (.%' — 1)

Dle predchoziho cviceni vyjde

(x+5)
x—1>IZIll+ (.73 — 1) N

(x+5)
:ELI{I* (x — 1) N

Zavér: limita neexistuje.
. 2 —1
lim ———
{Hl 202 —x — 1
ReSeni: Plati, ze (2 — 1) = (z —1)(z +1) a22? — 2z — 1 =2(z — 1)(z + 3). Plati
tedy
| . (z—=1D(z+1) . ox+1 2

lim ——— = =
1222 — 7 —1  asl 2z —1)(z + 1)

im =-.
z—12x +1 3

23— 3z +2
im ———
{Hl $4 —4x + 3
Reseni: Snadno se ovéii, Ze jednicka je kofen, dokonce dvojnasobny. Vytknutim
dostaneme

a?—3cx4+2 (r —1)%(x +2) . T+ 2 142 1

ezt — 4z +3 ol (z—1)2@2 420 +3) o122 +22+3 1+2+3 2

) ($2 —r— 2)20
lim —;
T—2 (.1,‘3 — 122 + 16)10
Rozlozte polynomy na soucin a pak teprve umocnéte.
(22 — 2 —2)%0 - (z =22z 4+ 1) (z+1)*0 320 310

li =1 —lim =" _° _°
fores (23 — 122 + 16)10 e [(z — 2)2]10(z + 4)10 e (z +4)10 ~ 610 — 210
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Bonus

6. Spoctéte limity

m

(a) lim PSR kde m,n € N

rz—1 ™ —
ResSeni: RozloZime

"™ —1

(x — 1)(1:’”‘1 4™ 2 4

ot +1)

P (x = 1)(zn 1+ 272 4

z—1 2" —1

x4z 4. 4" —
rx—1

" kden €N

lim
rx—1

= l1m
etz +1) etz lpan 24 441

Reseni: Cislon tu hraje roli pevné daného ¢isla, parametru. Postupnymi rozklady

dostaneme

4224+ ... +2"—n

(-1 +@-D+ @ -1 +...+ (2" 1)

b -1 = -1 N
~ lim I+@+D)+ @2 +z+ )+ @ +22+x+ D)+ + @+ 24 +1) _
z—1 1
_ 14+24344+4...4n n(n+1)
= lim = .
z—1 1 2
7. Najdéte priklad funkce (stai obrazkem), kteréa:
(a) Nemé limitu v nekone¢nu.
Reseni: f(z) = cosz
(b) Nema limitu v ¢isle 3.
Reseni: f(z) = Tizs
(¢) Ma v nekone¢nu limitu nekoneéno.
Reseni: f(z) ==
(d) M4 v nekone¢nu limitu -2.
Reseni: f(z)=-2+1
(e) Nema limitu v 0, ale jeji absolutni hodnota ano.
ResSeni: f(z) =sgn z
(f) Neni spojita v 0.
ResSeni: f(z) =sgn z
(g) Je nespojita v nekoneéné mnoha bodech.
Reseni: f(z) =tanz
(h) M4 vlastni limitu v nekone¢nu a je rostouci.
Reseni: f(z) = arctanz
8. Pro¢ ten vtip neni dobfe?
ReSeni: Protoze lim,_,g ﬁ neexistuje - zprava je oo a zleva —oo.
9. Necht a € R*. Rozhodnéte zda plati:
a) Necht je lim,_,, f(z) = £oo. Potom lim,_,, ﬁ =0.
ResSeni: Ano - aritmetika limit.
b) Necht je lim,_,, f(z) = 0. Potom je bud lim,_,, ﬁ = +o00 nebo lim,_,, ﬁ = —00.
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Know your limits

1

lim — =#®e
r—8 T — &
Therefore
, 1
lim —— =,
=

T—9 & —
Figure 1: https://kityates.com/public-engagement/

Reseni: Ne - napf. pro funkci f(z) =z v 0 dostaneme lim,_ % A.

c) Necht je limy, f(z) = 0 a f # 0 na néjakém prstencovém okoli a. Potom je
lvirnx_m ﬁ = +o0.

Reseni: Tvrzeni plati. Jde-li f(z) — 0 v bodé a, pak pro libovolné ¢ > 0 existuje
prstencové okoli bodu a tak, Ze |f(z)| < e. Je-li nyni K > 0, pak existuje € > 0 tak, Ze
K< % a podle predchoziho najdeme prstencové okoli a tak, Ze ﬁ > é > K prozx z
tohoto prstencového okoli.

d1) Necht je lim, 4 f(z) = 0. Potom vzdy existuji obé jednostranné limity limg_,q+ ﬁ
alimg_yq— ﬁ, nemusi se vSak rovnat.

ReSeni: Tvrzeni neplati. Stadi vzit f = 0 - pak 1/f neni definovana, nelze ji tedy
pocitat limitu.

d2*) Co kdyz navic pozadujeme, aby f(z) # 0 na néjakém prstencovém okoli bodu a ?
ReZeni:

Tvrzeni neplati. Uvazte ptiklad funkce f(x) = xsin %, ktera v nule konverguje do nuly
(je to nulova krat omezend) a tuto funkci predefinujme f(--) = (_nlﬁ)n, kde n jsou cela
¢isla (tedy v nulovych bodech sinu). Potom z odhadu | f(z)| < |z| opét plyne konvergence
do nuly a funkce je dokonce rtzna od nuly na R. Pfitom % nabyva libovolné velkych i
libovolné malych hodnot na jakémkoli jednostranném okoli nuly.
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