10. cvic¢eni — Limita funkce
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Teorie

Definice 1. Redlnou funkci jedné redlné promeénné rozumime zobrazeni f : M — R, kde
M CR.

Necht ce R a e € R, € > 0. Potom definujeme

e okoli bodu ¢ jako B(c,e) = (c—¢e,c+¢)

e prstencové okoli bodu ¢ jako P(c,e) = (¢ —¢e,c+¢) \ {c}

Prstencové okoli bodu 400 definujeme jako
P(00,e) = B(oo,e) = (1/g,00)
P(—00,¢) = B(—00,¢) = (—00, —1/¢)
Definice 2. Necht f : M — R, M C R. Rekneme, Ze f méa v bodé a € R* limitu rovnou
A € R*, jestlize plati

Ve>0 36>0 VeeP(a): flz)ecB(Ae).

V takovém piipadé piSeme

lim f(z) = A.

T—a
Véta 3 (O aritmetice limit). Necht a € R*, lim,_,, f(z) = A € R* a lim,_,, g(z) = B € R*.
Pak
(a) limg_yq(f(x) +g(x)) = A+ B, pokud je vyraz A + B definovan;
(b) limy—q f(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovan;

(¢) limg_yq % = %, pokud je vyraz % definovan.

Véta 4. Necht ¢ € R*, lim,.g(x) = 0, limy,. f(x) = A, kde A € R*, A > 0. Jestlize
existuje n > 0 takové, Ze funkce g(z) > 0 na P(c,n), pak

Pozn.: Véta ma svou varintu i pro jednostranné limity.

Definice 5. Necht f: M - R, M C R, a € M. Rekneme, Ze f je spojitd v bodé a, jestlize

lim f(z) = f(a).

Tr—a

Poznamka 6. Jsou-li funkce f, g spojité v bodé a € R, pak také funkce f+g a fg jsou spojité
v bodé a. Je-li navic g(a) # 0, pak také funkce % je spojita v bodé a.
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Piiklady
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2. Urcete z definice nasledujici limity (¢i jejich neexistenci)
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Bonus

6. Spoctéte limity

m_ 1 2 n _
a) lim = , kde m,n € N (b) limx+x te n,kdeneN
e—1 2" —1 z—1 rz—1
7. Najdéte priklad funkce (staci obrazkem), ktera:
a) Nema limitu v nekone¢nu. (f) Neni spojita v 0.

(
(b

)
) Nemé limitu v ¢isle 3.
(c) M4 v nekone¢nu limitu nekoneéno.
)
)

(g) Je mnespojitd v nekonefné mnoha

bodech.
(d) M4 v nekone¢nu limitu -2.

(e) Nema limitu v 0, ale jeji absolutni (h) Ma vlastni limitu v nekonecénu a je
hodnota ano. rostouci.

8. Proc¢ ten vtip neni dobie?

Know your limits

1

lim ——— = oo.
r1—8 T — &
Therefore

_ 1

lim ——— =
a5 & —

Figure 1: https://kityates.com/public-engagement/

9. Necht a € R*. Rozhodnéte zda plati:
a) Necht je lim,_,, f(z) = £00. Potom lim,_,, ﬁ =0.
b) Necht je lim,_,, f(z) = 0. Potom je bud lim,_,, Ty = T nebo lim,_,, ﬁ = —00.
c)* Necht je limg, f(z) = 0 a f # 0 na n&akém prstencovém okoli a. Potom je

limg ., Wlx)\ = +00.

d1)Q® Necht je lim, 4 f(z) = 0. Potom vzdy existuji obé jednostranné limity lim, 44 ﬁ
alimg_yq— ﬁ, nemusi se vSak rovnat.

d2%*) & Co kdyz navic pozadujeme, aby f(z) # 0 na néjakém prstencovém okoli bodu

a?
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