1 REKURENTNE ZADANA POSLOUPN

9. cviceni — Rekurentné zadané posloupnost, cela ¢éast
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1 Rekurentné zadana posloupnost

Teorie

Definice 1. Necht {a,} je posloupnost redlnych ¢isel a A € R. Rekneme, 7e A je vlastni
limitou posloupnosti {ay}, jestlize

Ve>0 dnpeN VYn>ng, neN: Ja, — Al <e.

Znacéime lim,,_ o a, = A, lima, = A nebo a, — A.
Rekneme, 7ze posloupnost {a,} méa limitu rovnou oo, jestlize

VK e Rdng e NVn e N,n > ng : ap, > K.

Véta 2 (O limité vybrané posloupnosti). Necht {ay}nen je posloupnost realnych ¢isel a
necht lim,, o a, = A. Necht posloupnost {b;}ren je vybrana z posloupnosti {a, }nen. Pak
limkﬁoo bk = A.

Véta 3 (Limita monoténni posloupnosti). Necht {ay} je monoténni posloupnost. Pak existuje
lim,,— 00 Q.-

Je-li navic {a,} neklesajici, pak lim,,_,o a, = sup{a, : n € N}. Je-li {a,,} nerostouci, pak
lim;, o0 an, = inf{a, : n € N}.

Ddsledek 4. Kazda neklesajici shora omezené posloupnost je konvergentni. Podobné kazda
nerostouci zdola omezena posloupnost je konvergentni.

Algoritmus

1. Ovéfime, Ze je posloupnost dobfe zadana (nedélime 0, pod odmocninou neni zaporné
¢islo ... ).

2. NapiSeme prvnich par ¢lent posloupnosti.

3. Spoc¢teme limitu pomoci véty o limité vybrané posloupnosti. Tento krok je na dluh
- funguje pouze za predpokladu, Zze posloupnost ma limitu, coz musime jesté ukéazat.

4. Ukazeme, Ze je posloupnost monotdénni (neklesajici nebo nerostouci). Neboli zda a, <
Gn+1 Nebo a, > ap41. MoZno prevést i na otazku zda

(a) an — ant1 <0 (vesp. an — ant1 > 0),
(b) %2 <1 (resp. —aﬁ

. - > 1). Davame pozor na znaménka.
Nékdy pomuze indukce.
5. Ukazeme, Ze posloupnost je omezena.
Nékdy je dobry napad ukéizat nejprve omezenost a az potom monotonii.

6. Udélame zavér.

Hinty
AG nerovnost: pro x1,xo,...,xT, > 0 plati
T1+ T2+ -+ Ty
> YT o
n
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1 REKURENTNE ZADANA POSLOUPNOST

Priklady
1. Spoctéte limitu rekurentné zadané posloupnosti
(a)* a1 =0, apy1 =2 :’3
(b)& a1 = V2, anp1 = V2 + an

)
()9 a1 = /¢, ant1 = \/c+ an, kde ¢ > 0.
(B a; =10, apyy =6 — >

an

1 1
(e)’!< a; >0, apt1 = = (an + —) . Dokazte, ze lim a, = 1.
2 Ay, n— o0

(f)%* Necht 0 < a < 1. a3 =0, apt1 = a, + 5(a — a?).

(g)** ay=a,az=>b,a<b. apni1 = %
2. Urcete limity z definice:
(a) an = nL-i-l (b) a, = 2% (c) an =n?

Figure 1: https://tomrocksmaths.com/2022/03/15/1inear-recurrence-relations-and-how-to-solve-them/

THup —T—up = up—T+up yed ‘€p—Tp = Tp— €D :9)zeN 1lesepy ‘T < Up :13souAOISU DY Z (9T)
Zp S Yp S Ip ‘1onojsor of T—4ep yed ‘11lessry of “ev yed 1lesey ‘¢ < “v (P1)
ugp S gtugp S THuip S T—42p 9gzexn (871) 1+2/A > ¥p ‘pnojsox (o1)

pnojsor ‘N L Up ¢ > Yo ‘ronogsox (qr)

p/N S T+up sed ‘DN S 3 6py ‘2 — DA = Up gyosu (JT) 1 > “p ‘onojsor (e7)

Matematicka analyza 1, 2023/24, Kristyna Kuncova 2


https://tomrocksmaths.com/2022/03/15/linear-recurrence-relations-and-how-to-solve-them/

2 CELA CAST

2 Cela c¢ast
Teorie

Definice 5. Necht x € R. Potom ¢islo k € Z splinjici £ < x < k + 1 nazyvame celou cdsti
isla = a znacime |x] nebo [z].

Hinty
r—1<|z| <z
lz] < = <|z|]+1
1
14_2_}_...4_”:71(712—1_)
Algoritmus

K dispozici mame dva postupy:

1. Pouzijeme odhady = — 1 < [z] < x a aplikujeme dva policajty.
Varianta: jde-li posloupnost k oo, sta¢i spodni policajt.

2. Pro typ lim,_,co[a,] (cela ¢ast kolem celé posloupnosti a,): Spoc¢teme lim,, o0 ay, = A,
A je typicky celé &islo. Pak ukazeme, zda jde ke své limité shora (celé ¢asti to neublizi)
nebo zdola (cela ¢ast vyjde o 1 mensi).

Priklady
3. Spoctéte limity s celou ¢asti
1
(a) lim vl (c) lim z (:Lgn
n—o0 n n—r00 [5]
1+\/E n n3
NS ot =[] 100
R R N

(e) lim {{o’/ni)’ +8n2 — /nd + 2n2}

2 10 20
3/ 3 2_ 3/ 3 5] (P4+n+1)7—(n+1)
[\/n +8n%—/n +2n] 2110 (01 1)

{\/n3 + 1] + {\/n3 — 1} (i) lim ny/n ¥/ (n+ 1)n 4+ nrtl
n=oo [y/n] +[2v/n] + - + [ny/n]

(f)

lim
n—oo

(h) lim {\4/ n* 4+ 4n3 — n] (j) lim iz Z[kx], reR
k=1

n—oo n—oo N
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2 CELA CAST

Teorie

4. Bud déano z € (0,00). Ozna¢me [z] celou ¢ast &isla z a {z} = z — [z] desetinny rozvoj
¢isla z. (Napfiklad {7} = 0,1415926....) Sestrojme posloupnost

{z}, {2z}, {3z}, ..., {nz}, ...

Dokazte, Ze:

(a) Je-li & celé, ma posloupnost limitu 0.

. C P . . 12 -1
(b)* Je-li x racionalni necelé, tj. x = r/s, ma posloupnost hromadné body 0, ¢, £,..., *==.
(c)** Je-li z iracionélni, vypliuji hromadné body posloupnosti cely interval [0, 1].

5. Pomocny piiklad k (c). Dokazte:

(a)% Necht § € R a t € N. Potom existuji cela ¢isla py, ¢ tak, ze |q0 — pe| < % Pritom
0<qg<t.

(b)Q Jestlize 0 je iracionalni, je lim ¢ = +oc.
t—00

‘werodg (qg)
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