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Priklady
1. Urcete limity

(a) I 3" 4 n?
a n1—>Holo n3 +n!
ReSeni: Vytkneme nejrychlejsi ¢len, tedy n!, a pouZijeme skalu:

lim 3"+ n? lim ?;LJF wr voar 040
n—>oon3—|—n'_n—>oo "3+1 0—1—1

. (—2)" + 3"
(b) nlL)II;O (—2)nt1 4 gntl
Regeni: Vhodnym vytknutim plyne

. (—2)" + 3" o3 (P apl 0411
hm = hm . —.
n—oeo (_2)n+1 + 3n+l n—oo 3n+1 (_2)n+1 +1 3 0 +1 3

. 1" + 2" + 3™ + 4™ + 57
(¢) lim
n—+00 5,0001"
Reseni:

i DFEAS A LV (2
n—-oo 5,0001" "~ nroo \ 5,0001 5,0001

3 " 4 " 5 " voar _
+(5,0001> +<5,0001> +<5,0001> = 0+0+0+0+0=0,

3" 4+ n’ 1)!
(@) lim +n°+ (n+1)
n—oo  n(nb+n!)
ResSeni: Nejrychleji ze ¢leni ve zlomku roste faktorial. Proto

34 () (n4 1) + R R A
lim 5 ' = lim R = lim e
n—+o00 n(nb + nl) n—+oo n(n!) H + 1 n—too M nt 1
vo:ALl.O—i-O—i-l _
0+1

logn + n? —l— +e" 45"
300 logion + n* + 5" +n3 + 4»
Reseni: Vytkneme nejrychleji rostouci ¢len 5™:

(e)

1

o 5 L E e+ voar L 040404041 _
n%m5nlog10n+5n+g:+5n+5n noo 0+0+14+0+0

. 42+ (n+1)!
O ) [
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Reseni: Vytkneme (n + 1)!:
. (n+2)+ (n+1)! . (n+1)! (n+2)+1 . n+3
lim = lim : = lim =
nsoo (n4+2)l —(n+1)! nocc(n+1)! n+2—-1 nocon+1
B 1+3/nv0AL1
nsoon 141/n

1 2 1
@ lm (1og(n?)
=0 \/n+510g n— \/n—|—210g n \F
ReSeni: Rozsifime odmocniny a pak pouZijeme kalu:

(log(n?))? 1

lim

”_>°°\/n+510g n— \/n+210g n f
~ lim (log(n \/n+5log n+ v/n + 2log? n)i
n—00 n+5log n—n—2log’n n
(2logn)?  /n+5logZn +v/n+2logn
= m .
n—00 310g2n N
~ i 2V 1+510g2n+ 1+210g2" voard , _ 8
2. Urcete limity
(a) lim V/n?4 2"+ 37
73—)00
ResSeni: Pouzijeme véticku a budeme zjistovat lim,,_, “Z:l, tedy:
Lo ez aatiaget gt GRS B 04041
n1—>n§o n2 4 2n 4 3n nl—>ngo 3ntl  _n? Le2n 1 0_|_l.0+l
3n+1 + 3(3 ) + 3 3 3
, 4m + 37 sin(27)
b) 1 (——————=
(b) ntr00 \/5” + 47 cos(n!)
Regeni:
Najdeme odhady pro dva policajty.
4n
T <A4" —3" < 4" 4+ 3"sin(2") <47 44" =24
Pak

47’L
lim {/— < lim /4" +3"sin(27) < lim V247,

n—oo n—o0 n—o0

4n 1
lim {/— = lim V4" lim {/- =4
lim ¥/2-47. lim V2. lim V4" = 4,
n—oo n—oo n—oo

ProtoZze mame

tak dohromady
lim {/4" + 3" sin(27) = 4.

n—o0
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Jmenovatel odhadneme analogicky

n
% < 5" —4" < 5" 44" cos(n!) <2-5".
Pak
.0

i i =
a

lim /25" =5.

n—oo
Tedy

lim {/5" 4 4" cos(n!) = 5.

n—0o0

Pro ptuvodni limitu pak mame

lim
n—oo

o[A" 4 37sin(2") voar limy, oo {/4" + 37sin(27) 4
57 + 47 cos(n!) lim,,_00 /5" + 47 cos(n!) 5

(¢) lim Va™+b™+ " pro a,b,c >0

n—oo
Reseni: Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze a > b > c¢. Potom plati,
7e

lim Va?+b" + " = Er}rl a- /14 (b/a)" + (c/a)" = a

n—-+00

podle véty o dvou policajtech, nebot /1 < ’(/1 + (b/a)" + (c/a)™ < /3.

M an bn

Reseni: Vytknéme a” v citateli a a®® ve jmenovateli. Je Va2" = a2, a tedy

y ( Vam + b > lim @ V/1+ (b/a)" 11
m[—m—==lm - | Y—m—— | = - -.
n—oo \ /g2n 4+ p2n n—oo a2 \ »/1 + (b/a>2n a 1

Mame totiz 0 < b/a < 1, a tedy mtuzeme odhadnout

V1< Y1+ (b/a)r < V2.

Podle véty o dvou policajtech jde pak limita k jedné.
Jmenovatele vyfesime analogicky.

R [E R
(n+1)° —n® — 3n2)n1

Reseni: Upravime:

n—oo

n3+3n2+3n+1—nd—3n2)n-1

n—oo

lim (n+2)2—(n+1)2)ntt lim 7 (n2+4n+4— (n?+2n+ 1))nt!
S [ (n+ D)3 —nd —3n2)n 1~ b \[ |

3

(2n + 3)nt1 ' T\/2n+1nn+1(1+§)n+1

~ % Gur T T | 3ty Ly
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o 2n+1 nn—‘rl n+1
_nl—{go nn—1

n6~2"'n 3 1—|-2n

= lim n? .

n—00 3n (1+3n)
2 3 1\ 1+3 2 140 2
Jim 63 Vn \/(+2n)<+3n> 1+ o4 3 140 3

Plati totiz pro kazdé a > 0, k prirozené :

lim ¥a =1, lim /n=1 = lim Vnk =1

1< ’i/<1+2i> <1+i>§€/1

a krajni limity jdou k jedné, tudiz podle véty o dvou policajtech také limita

a také, Ze

prostiedni.
() 1 2vn?2+n—n-y/4"+1
) nggo n 2n2 +1

ReSeni: Upravime odmocniny a vytkneme nejrychlejsi ¢len

, 2vn? +n—n-/4" + _ 3 4(n?+n) —n?4" +1)
im = lim

n—roo V2r 4+ 1 n=oo 3/on? 4 1. (2vn2 +n+n- /A1)

. An? + 4n — 4"n? — n?

= lim

o0 Jon2 1 9 1 An 1
2 (14 3 ) - (22 + D)+ a1+ )
4m 2 41—n+%_1_4—n

im o n4n 4"

n—oo n-42 "

(v ) (i b e i )

VOAL .0—1—0—1—0
N 1(0+1)

= —0

Pro n-tou odmocninu méme 2 policajty
n 1 n
Vi<i/{1+—5)<V2
2n
3. Spoctéte limity

(a) lim \/\/3n+2 2 —/3n 4+ 2m

n—oo
Reseni: Upravime odmocniny dle vzorce

3n42.2n 3 —2n 2n
V32243120 B r2 2By

V34220 — /30 42 =
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Odhadneme jmenovatele:

V3L < VB4 2.2n 4 /30 121 < 24/30 £ 291 < 24/30 £ 237 = 2/3/3"

Pro limity dostaneme

lim \/v3" =3

n—00

lim 1/2v3v3" = /3.

n—o0

Ze dvou policajti a aritmetiky limit mame

2" 2
lim ¢ -
no0o \/\/3n+2-2"+\/3”+2n V3

n/9n n
(b) fim 23"
n—o0 2"/4n+\/ﬁ

Reseni: Odhadneme

V3n < Yon 130 < {/2.3n

Ze dvou policajti je

lim V27 + 3" = 3.

n—oo

Pro jmenovatele

2n/4n S 27L/4”+\/ﬁ§ 2"/2_471'

Limity:
lim X/47" = lim 43 = V/4,
n— o0 n—oo
lim X/2-47 = lim \/V2.42 = V4.
n—oo n—oo
Dohromady
o VTET 3
25
N L AL
() Jim (1) 5=~
Regeni:
n2¥n o3 nT\/ﬁ
lim ——— = lim — 2%2720
n—oo n° + \/ﬁ n—o00 N 1+ R 1

B s B

4. Jak to dopadne s posloupnostmi? (Divergentni znamena jak jdouci do nekone¢na, tak
oscilujici.)
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(a) Necht posloupnost x,, je konvergentni a posloupnost y,, je divergentni. Je mozné
Fici, ze posloupnosti a) x,, + yn, b) Tpy, jsou také divergentni?

Regeni: a) Ano, soucet je divergentni. Lze ukéazat sporem. Predpokladejme, Ze
(xn, + yn) je konvergentni posloupnost. Pak ale y, = (x,, + yn) — o, je souctem
dvou konvergentnich posloupnosti (plyne z aritmetiky limit). CoZ je spor.

b) Nemusi byt, =, = %, Yn = n, pak Ty, = 1, coz je konvergentni posloupnost.

(b) Necht posloupnosti z;,, a y, jsou divergentni. Je moZné Fici, Ze posloupnosti a)
ZTn + Yn, D) Tpyn jsou také divergentni?

Reseni: Nemusi byt. Napf. z, = (=1)", y, = (=1)"*!, pak z, + 4, = 0 a
TplYn = —1.

(¢) Necht limz, =0 a y, je libovolna posloupnost. Je mozné ¥ici, ze lim(x,y,) =0 7
Reseni: Nikoli, napi z,, = % a Yy, = n. Pak lim, o0 zpy, = 1.

(d) Necht lim(zpyyn) = 0. Je mozné Fici, ze plati bud lim z,, = 0 nebo limy, =07
Reseni: Také ne. Necht z, je posloupnost, ktera ma na lichych pozicich 0 a
na sudych 1. Naopak necht 3, ma na sudych pozicich 0 a na lichych 1. Pak
limy, oo Tnyn = 0, ale ani jedna posloupnost neméa nulovou limitu.
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