4. cviceni — Indukce, supremum + infimum
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Indukce

1. Necht n € N. Matematickou indukci dokaZte, Ze
(a) 22:1 k2 — 12 + 92 4. n2 = n(n+1)6(2n+1)
Reseni:

o Krok 1: pron =1:

I(1+1)(2-14+1)
6

e Krok 2: predpokladejme, Ze pro pevné n € N plati

12 =

- nn+1)(2n+1)
k=
2 G

o Krok 3: chceme tvrzeni ukazat pro n + 1. Neboli chceme ukézat, Ze

n+1

(n+1)(n+2)(2n+3)
k? =
2 ;
Méame
n+1 n . o
i k? = [Z K|+ (n+1)? ind_ pf n(n + 1)6(2” ) + (n+1)?
k=1 k=1
_ (n+1)[n2n+1)+6(n+1)]
6
_(n+ 1)[2n? + Tn + 6] _ (n+1)(n+2)(2n+3)
6 6

(b) Zzzlk‘(k‘—l—l):1-2+2-3+---+n(n—|—1):%n(n+1)(n+2)
Reseni:
o Krok 1: pron =1:
1
1(1+1):§-1(1+1)(1+2)

o Krok 2: pfedpokladejme, Ze pro pevné n € N plati
= 1
> k(k+1) = Fn(n+1)(n+2)
k=1

e Krok 3: chceme tvrzeni ukidzat pro n + 1. Tedy chceme ukizat

n+1 1
D k(k+1) = S+ 1) (n+2)(n+3)
k=1
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d. pr 1 1 1
nd. pr gn(n—i-1)(n—i—2)—i—(n+1)(n+2)§.3: g(n+1)(N+2)(n+3),

Reseni:
o Krok 1: pron =1:
17 =12

o Krok 2: pfedpokladejme, Ze pro pevné n € N plati
n
k=1

e Krok 3: chceme tvrzeni ukazat pro n + 1. Neboli chceme

n+1
Y B =142+ +n+nt1)
k=1

3 ind. pr

+(n+1) (14+2+-+n?+n+1)7°

=
Il 3
—
ol
w
_ SN—

>>2+(n+1)3: (n+1)2(7z1+4n+4) (n—|—1)24(n+2)2

2
(n+2)(n+2)

)\2
5 :(1+2+3+'--n+(n+1))> )

(d) 2n?> (n+1)% od jakého n € N tvrzeni plati?
ReSeni:
o Krok 1: postupnym zkouSenim zjistime, Ze tvrzeni zifejmé bude platit az pro
n>3. Pron=3:
2-32> (3+1)%

e Krok 2: predpokladejme, Ze pro pevné n € N plati
2n% > (n+1)3

e Krok 3: chceme tvrzeni ukdzat pro n + 1. Tedy chceme
2(n+1)2 > (n+2)? =n? +4n + 4.
Pak

ind. pt
2n+1)2 =20 +4n+2 > (n+1)*+4n+2=n>+6n+3

=n?+4n+4+2n—1)> (n+2)?

V poslednim kroku jsme vyuzili faktu, ze n > 3.
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(e) 2" >n?; od jakého n € N tvrzeni plati?
ReSeni:

o Krok 1: pron =4:
21 > 42

o Krok 2: pfedpokladejme, Ze pro pevné n € N platf
om > 2,

o Krok 3: chceme tvrzeni ukdzat pro n + 1. Tedy chceme ukazat

2n+l Z (n+ 1)2

Tedy
ind. pf
vl —9.9m > 2% > (n+1)?
Posledni krok plyne z piedchoziho piikladu.
(f) 3| (n®+2n) (¢islo 3 déli vyraz n® + 2n). Umite dokdzat i bez indukce?
Regeni:
o Krok 1: pron =1:
3)(12+2-1)

o Krok 2: pfedpokladejme, Ze pro pevné n € N plati
3|(n® + 2n)
e Krok 3: chceme tvrzenf ukazat pro n + 1. Tedy chceme ukazat
3l((n+1)2+2(n+1))
Méame
(n+12+2(n+1)=n*+3n° +3n+1+2n+2=n>+2n)+3n*+n+1)

Z induké¢ntho predpokladu vime, 7ze 3|(n® + 2n), navic zjevné 3|3(n? +n + 1).
(g) Matematickou indukei dokazte, Ze v konvexnim n-tuhelniku existuje pravé n(n—3)/2
thlopricek.
Regeni:
e Krok 1: pro n = 3 - trojuhelnik m4 3(3 — 3)/2 = 0 uhlopficek - pravda.
zkusme jesté n = 4 - ¢tyithelnik mé 4(4 — 3)/2 = 2 ahlop¥icky - plati.
e Krok 2: predpokladejme, ze pro pevné n € N plati, Ze konvexni n-tthelnik ma
n(n — 3)/2 uhlopficek.
e Krok 3: chceme tvrzeni ukizat pro n + 1. Chceme ukézat, 7ze konvexni n + 1-
tthelnik ma (n + 1)(n + 1 — 3)/2 thlopficek.
Uvaha: pfidame-li k n-thelniku 1 bod, tak pfibude n — 2 novych thlopiicek
(pfibudou spojnice ke viem bodim krom piimych sousedii) a navic 1 pivodni
strana se stane thlopfickou. Tedy pocet tthlopiicek bude:

_ 2 _ on — 2 2 _n-2 1)(n—2
n(n2 3)+n_2+1:n 3n2—|— n _n 2n :(n—i- )2(n )
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Supremum, infimum

2. Najdéte supremum, infimum, minimum a maximum ndasledujicich mnozin v R:
inf | min | max | sup
N 1 1 A 00
(0;2] 0 A 2 2
%;1)NQ 0 Al A1
{wEZ;xZ —\/6} -2 -2 A 00
Regeni: | {(-1)"Vnin €N} | —oco | A A o0
{arctanz;z € R} | =5 | A A 5
{1-LlneN} 0 A |1
LD e N 0 1 1
{cos%;neN} -1 -1 1 1
{(=1)"nineN} |-o| A | A |

. Uvedte pfiklad mnoziny, kterd ma supremum, ale
mnoziny, kterd m4 infimum, ale nema minimum.
Reseni: Napt. (0,1) v R.

sup B a inf A, inf B?

nema maximum. Uvedte pfiklad

Necht A, B C R. Co lze Fici o supremu a infimu nésledujicich mnoZzin ve vztahu k sup 4,

Regeni: Oznatme inf A =iy, inf B =ig, sup A = s4, sup B = sg.

(a)

inf(AU B) = min{i,ip}

sup(AU B) = max{sa, s}

inf(AN B) > max{ia,ip}

sup(AN B) < min{sa,sp}

inf(A\ B) > iy

sup(A\ B) <

SA

inf(AAB) > min{ia,ip}
sup(AAB) < max{s4,sp}

inf(—A) = —s4

sup(—A4) = —ia

inf(A+ B) =14

+1iB

sup(A+ B) = sa + sB
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inf(A—B) =i4— sp

sup(A — B) = s4 —ip

inf(A-B) = min{SASB, SATB,1ASB, iAiB}

sup(A - B) = max{sasp, SAiB,1ASB,94iB}
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