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Indukce

1. Nech´ n ∈ N. Matematickou indukcí dokaºte, ºe

(a)
∑n

k=1 k
2 = 12 + 22 + · · ·n2 = n(n+1)(2n+1)

6

�e²ení:

� Krok 1: pro n = 1:

12 =
1(1 + 1)(2 · 1 + 1)

6

� Krok 2: p°edpokládejme, ºe pro pevné n ∈ N platí

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

� Krok 3: chceme tvrzení ukázat pro n+ 1. Neboli chceme ukázat, ºe

n+1∑
k=1

k2 =
(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)

6

Máme

n+1∑
k=1

k2 =

[
n∑

k=1

k2

]
+ (n+ 1)2

ind. p°
=

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2

=
(n+ 1)[n(2n+ 1) + 6(n+ 1)]

6

=
(n+ 1)[2n2 + 7n+ 6]

6
=

(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)

6

(b)
∑n

k=1 k(k + 1) = 1 · 2 + 2 · 3 + · · ·+ n(n+ 1) = 1
3n(n+ 1)(n+ 2)

�e²ení:

� Krok 1: pro n = 1:

1(1 + 1) =
1

3
· 1(1 + 1)(1 + 2)

� Krok 2: p°edpokládejme, ºe pro pevné n ∈ N platí

n∑
k=1

k(k + 1) =
1

3
n(n+ 1)(n+ 2)

� Krok 3: chceme tvrzení ukázat pro n+ 1. Tedy chceme ukázat

n+1∑
k=1

k(k + 1) =
1

3
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
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Máme
n+1∑
k=1

k(k + 1) =

(
n∑

k=1

k(k + 1)

)
+ (n+ 1)(n+ 2)

ind. p°
=

1

3
n(n+ 1)(n+ 2) + (n+ 1)(n+ 2)

1

3
· 3 =

1

3
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3).

(c)
∑n

k=1 k
3 = 13 + 23 + · · ·n3 = (1 + 2 + · · ·+ n)2

�e²ení:

� Krok 1: pro n = 1:
13 = 12

� Krok 2: p°edpokládejme, ºe pro pevné n ∈ N platí
n∑

k=1

k3 = (1 + 2 + · · ·+ n)2

� Krok 3: chceme tvrzení ukázat pro n+ 1. Neboli chceme

n+1∑
k=1

k3 = (1 + 2 + · · ·+ n+ n+ 1)2

Tedy

n+1∑
k=1

k3 =

(
n∑

k=1

k3

)
+ (n+ 1)3

ind. p°
= (1 + 2 + · · ·+ n)2 + (n+ 1)3

=

(
n(n+ 1)

2

)2

+ (n+ 1)3 =
(n+ 1)2(n+ 4n+ 4)

4
=

(n+ 1)2(n+ 2)2

4

=

(
(n+ 2)(n+ 2)

2
= (1 + 2 + 3 + · · ·n+ (n+ 1))2

)2

.

(d) 2n2 ≥ (n+ 1)2; od jakého n ∈ N tvrzení platí?
�e²ení:

� Krok 1: postupným zkou²ením zjistíme, ºe tvrzení z°ejm¥ bude platit aº pro
n ≥ 3. Pro n = 3:

2 · 32 ≥ (3 + 1)2.

� Krok 2: p°edpokládejme, ºe pro pevné n ∈ N platí

2n2 ≥ (n+ 1)2

.

� Krok 3: chceme tvrzení ukázat pro n+ 1. Tedy chceme

2(n+ 1)2 ≥ (n+ 2)2 = n2 + 4n+ 4.

Pak

2(n+ 1)2 = 2n2 + 4n+ 2
ind. p°

≥ (n+ 1)2 + 4n+ 2 = n2 + 6n+ 3

= n2 + 4n+ 4 + (2n− 1) ≥ (n+ 2)2

V posledním kroku jsme vyuºili faktu, ºe n ≥ 3.
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(e) 2n ≥ n2; od jakého n ∈ N tvrzení platí?
�e²ení:

� Krok 1: pro n = 4:
24 ≥ 42

� Krok 2: p°edpokládejme, ºe pro pevné n ∈ N platí

2n ≥ n2.

� Krok 3: chceme tvrzení ukázat pro n+ 1. Tedy chceme ukázat

2n+1 ≥ (n+ 1)2.

Tedy

2n+1 = 2 · 2n
ind. p°

≥ 2n2 ≥ (n+ 1)2

Poslední krok plyne z p°edchozího p°íkladu.

(f) 3 | (n3 + 2n) (£íslo 3 d¥lí výraz n3 + 2n). Umíte dokázat i bez indukce?
�e²ení:

� Krok 1: pro n = 1:
3|(13 + 2 · 1)

� Krok 2: p°edpokládejme, ºe pro pevné n ∈ N platí

3|(n3 + 2n)

� Krok 3: chceme tvrzení ukázat pro n+ 1. Tedy chceme ukázat

3|((n+ 1)3 + 2(n+ 1))

Máme

((n+1)3 +2(n+1)) = n3 +3n2 +3n+1+2n+2 = (n3 +2n) + 3(n2 +n+1)

Z induk£ního p°edpokladu víme, ºe 3|(n3 + 2n), navíc zjevn¥ 3|3(n2 + n+ 1).

(g) Matematickou indukcí dokaºte, ºe v konvexním n-úhelníku existuje práv¥ n(n−3)/2
úhlop°í£ek.
�e²ení:

� Krok 1: pro n = 3 - trojúhelník má 3(3− 3)/2 = 0 úhlop°í£ek - pravda.
zkusme je²t¥ n = 4 - £ty°úhelník má 4(4− 3)/2 = 2 úhlop°í£ky - platí.

� Krok 2: p°edpokládejme, ºe pro pevné n ∈ N platí, ºe konvexní n-úhelník má
n(n− 3)/2 úhlop°í£ek.

� Krok 3: chceme tvrzení ukázat pro n+ 1. Chceme ukázat, ºe konvexní n+ 1-
úhelník má (n+ 1)(n+ 1− 3)/2 úhlop°í£ek.
Úvaha: p°idáme-li k n-úhelníku 1 bod, tak p°ibude n − 2 nových úhlop°í£ek
(p°ibudou spojnice ke v²em bod·m krom p°ímých soused·) a navíc 1 p·vodní
strana se stane úhlop°í£kou. Tedy po£et úhlop°í£ek bude:

n(n− 3)

2
+ n− 2 + 1 =

n2 − 3n+ 2n− 2

2
=

n2 − n− 2

2
=

(n+ 1)(n− 2)

2
.
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Supremum, in�mum

2. Najd¥te supremum, in�mum, minimum a maximum následujících mnoºin v R:

�e²ení:

inf min max sup

N 1 1 ̸ ∃ ∞
(0; 2] 0 ̸ ∃ 2 2

(0; 1) ∩Q 0 ̸ ∃ ̸ ∃ 1{
x ∈ Z;x ≥ −

√
6
}

-2 -2 ̸ ∃ ∞
{(−1)n

√
n;n ∈ N} −∞ ̸ ∃ ̸ ∃ ∞

{arctanx;x ∈ R} −π
2 ̸ ∃ ̸ ∃ π

2{
1− 1

n ;n ∈ N
}

0 0 ̸ ∃ 1{
1+(−1)n

2 ;n ∈ N
}

0 0 1 1{
cos nπ

2 ;n ∈ N
}

-1 -1 1 1
{(−1)nn;n ∈ N} −∞ ̸ ∃ ̸ ∃ ∞

3. Uve¤te p°íklad mnoºiny, která má supremum, ale nemá maximum. Uve¤te p°íklad
mnoºiny, která má in�mum, ale nemá minimum.
�e²ení: Nap°. (0, 1) v R.

4. Nech´ A,B ⊂ R. Co lze °íci o supremu a in�mu následujících mnoºin ve vztahu k supA,
supB a inf A, inf B?
�e²ení: Ozna£me inf A = iA, inf B = iB, supA = sA, supB = sB.

(a)
inf(A ∪B) = min{iA, iB}

sup(A ∪B) = max{sA, sB}

(b)
inf(A ∩B) ≥ max{iA, iB}

sup(A ∩B) ≤ min{sA, sB}

(c)
inf(A \B) ≥ iA

sup(A \B) ≤ sA

(d)
inf(A△B) ≥ min{iA, iB}

sup(A△B) ≤ max{sA, sB}

(e)
inf(−A) = −sA

sup(−A) = −iA

(f)
inf(A+B) = iA + iB

sup(A+B) = sA + sB
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(g)
inf(A−B) = iA − sB

sup(A−B) = sA − iB

(h)
inf(A ·B) = min{sAsB, sAiB, iAsB, iAiB}

sup(A ·B) = max{sAsB, sAiB, iAsB, iAiB}
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