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Véta 1 (Parsevalova rovnost). Necht f je definovana na [—, 7] f f?(x) dz konverguje.
Pak

1 2 0(2) o 2 2
n=1
Definice 2. Necht f: R — R je 2m-periodicka funkce takova, ze f x)|dz < oo. Cisla

1 ™

a = — f(zx) cos kzx dx, k € Ny,
™ —Tr
1 K

b = — f(x)sin kz dx, keN,
™ —T

se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.
Radu

Sf= —O+Zakcosk:c+bksink‘$

2
k=1
nazyvame Fourierovou Tadou funkce f. PiSeme Sf ~ f.
(Snf =%+ 31 apcoskx + by sin kx, jde o Eastené soucty.)

Fakta

Pro m,n € Ny:

2 2 2
/ sinnxdx—/ cosmxdx =0, m,n>1, / sinnxcosmzrdxr =0,
0 0 0

27 2
. . 0, n#m
sinnxsinmx dr = cosnxrcosmzdr =
0 0

m, n=m.

Hinty
T _ o—X T —T
sinhx = % coshz = %
e@t0 — ¢%(cos(b) + isin(b))
eint _ o—inx ) eine + e—ine

sin(nz) = Im ™ = cos(nr) = Ree™ =

21

Algoritmus pro sinové/kosinové fady

A

1. Naértneme funkci a udélame jeji lichou/sudou kopii. Az pak rozsifime 27-periodicky.
Spocteme ag, an, b, (davame pozor na podminky). Funkce je suda/licha.

Sestavime Fourierovu rfadu.

- W N

Zkontrolujeme ptivodni funkci. Je spojita? Je BV? Je C'? Z vét pak vyplyne konver-
gence Fourierovy fady.

Matematicka analyza 4, 2023 /24, Kristyna Kuncova 1


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php

Priklady

1. Dokreslete funkci na m-periodickou, 2m-periodickou lichou a 2m-periodickou sudou:

2 o
1
/2 -3n -5m/2 -2n -3n/2 - -n/2 0 n/2 s 3n/2 2n 5m/2 3n /2
1 o
2 o.

2 -3n -5n/2 -2n 3n/2 n 2 3 /2 n 3n/2 2n sn/2 3n 2

1 (]
2 o.
1
m/2 -3n -5n/2 -2n -3n/2 - -n/2 0 n/2 s 3n/2 2n 5n/2 3n /2
1 (]

2. Rozviiite funkei do sinové/kosinové Fourierovy fady. Rozhodnéte, zda fada konverguje
na R a urcete jeji soucet. Urcete pak soucet ¢iselnych tad.

(a) Sinovou i kosinovou f(x) = x na [0,7)
(b) #* Kosinovou fadu f(z) = e® na [0, )

(c) & Kosinovou fadu f(z) =sinx na [0, )

= (=1)"*sinn

2

(d) & Sinovou fadu f(z) = cos(az), a > 0 na [0, )
— (—1)"(2n + 1)

nzl 2n+1)2 4

(e) Kosinovou fadu f(z) = sgn(sin 3z) na [0, 7)
oo

1
Z (3n+1)(3n + 2)

n=0
(f) % Kosinovou fadu
f) = cos , r€l0,F]
—cosx, r € (5,7
(g) Sinovou fadu f(x) = cos 2z na [0, )

3. Parsevalova rovnost:

(a) Funkce f(z) = x na [—m,7), pak je 2m-periodickd. Najdéte jeji Fourierovu fadu a
aplikujte Parsevalovu rovnost.
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(b) Funkce f(z) = 22 na [—7,7), pak je 2m-periodicka. Najdéte jeji Fourierovu fadu a
aplikujte Parsevalovu rovnost.

(c) Funkce f(z) = 2% — 72z na [—7,7), pak je 2m-periodickd. Najdéte jeji Fourierovu

fadu a aplikujte Parsevalovu rovnost.

.92 00 2
sin” no COS™ N
» 2

o0
4. ®Proac [0, 7] sectéte Fady E 5 :
n

n=1 n=1

Ndvod: Rozvirite funkci X[—q,a]-

n2

5. Zkouskové pisemky doc. Rokyty:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ rokyta/vyuka/
(a) Funkce f(x) = cos3x na [, §], f(z) = 0 jinde na (—x,7), pak je 27-periodicka.
Najdéte jeji Fourierovu fadu a aplikujte Parsevalovu rovnost.
(b) % f(z) = sinhaz na [0,7), a > 0. Dodefinujte ji na celé R tak, aby ji bylo
mozno rozvinout do 2m-periodické Fourierovy fady, obsahujici pouze siny. Tuto
fadu spoctéte. Urcete, k jaké funkci konverguje vysledné rada a proc.

Bonus
6. $® Pomoci koeficientit ap, by, Fourierovy rady 2m-periodické funkce f(x) vyjadrete koe-
ficienty posunuté funkce g(x) = f(z + h), h > 0.
7. © Necht f je integrovatelna na [—m, 7). Ukazte, Ze plati
(a) Je-li f periodickd s periodou m, tedy f(z) = f(x + 7) pro kazdé = € R, pak
agk—1 = bor_1 = 0 pro kazdé k € N.
(b) Je-li f antiperiodicka s periodou w, tedy —f(z) = f(z + 7) pro kazdé = € R, pak
ag = agp, = bop, = 0 pro kazdé k € N.
8. % Necht f je 2m-periodicka funkce, necht navic f € C*(R). Ukazte, Ze
(a) jestlize ap = 0 pro Vk > 0, pak f(x) je lich4;
(b) jestlize by, = 0 pro Vk > 1, pak f(z) je suda.

® T = 7,800 + j.uis Ayejza ed  [esesied (§)
i(xz=)f F (#)f oxd eper "1 ypedLa el (g)
9010ZA 9A0NOS () Aspurupod eu 10zod ‘eo10za
eqorporiad ‘9010zA 9A0IQN0S ‘y + T = fi 9ony1Isqns (9) oqgau eELUsuodxe -xoidwoy oqou sojred rod xg (Jg)
T+ 4y =u oxd wel  # & soo — & 2509 (9g) Aspurapod eu

10zod ‘elorousuodxe -xo[dwoy oqgou serred iod xg (Pg)

rex8oqur yuxerdwoy + yuis oxd stdpaxd (qg) 9210ZA
oqau eepusuodxs xa[duioy oqau serred 1od xg (97)
ZTu el = 2 eooUsU0dxs xordwoy oqoau sojred 1od xg (qg)
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