10. cviceni - Fourierovy rady
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

1. Rozvinte funkci do Fourierovy fady. Rozhodnéte, zda fada konverguje stejnomérné (lok.
stejnomérné) na nejvétsich moznych podintervalech [0, 27| (pfip. R) a urcete jeji soucet.
Urcete pak soucet zadanych ¢iselnych tad.

n+1
— e (— R
@) f@) =sga o e (cma, > U

n=1

e Mame V(f,—m,m) =4, tedy f € BV[-m,7].
e Funkce f je lich4, tedy a, = 0 pro vSechna n € Ny. Pro b, mame

bn—2/0ﬂ1-sin(n:c)dx—2[ ==—((-D)" +1)

m m ™n

—cos(nz)]™ 21
n 0

e Fourierova rada je pak tvaru

o0
2 1
(=)™ + 1) sin(nz) =
— 7rn

= n=1

4 Xsin((2n — 1
;Z (( )x)

2n —1

Z Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, Ze na [—m, 7] je

@)+ fa)
2

loc
Navic s}, = na (—m,0) a (0,7). (Na [—m, 7 je lok. stejnomérna konvergence
vylou¢ena, protoZe f je tam nespojita.)

7 vyse uvedeného dostavame, ze

T 4 sin((2n —1)3) 4 = (—1)**!
1_f(2)_7rnz 2n—1 %z:: 2n—1
Odtud
i( l)n-i-l ™
2n—1 4

e Mame f € C}(R).
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e Dale ze vzorcii cos?z = 2L 3 2cosacosb = (cos(a — b) + cos(a + b) lze

odvodit
cosbz = §(1+cos2x) 3 (1#—3cos2:1:+3cos2 21 + cos® 235)

1 1 1
=3 1+30082x+32( +cos4x)+cos2x-§(1+cos4x)
1/5 7 3 1

=3 <2 + 5 cos 2z + 5 cos 4z + 2(0082xcos41:)>
1/5 7 3 1.1 1

=3 <2 + §c052$ + 5cos4ac + 5(5 cos 2z + 2c056x)>
) 15 3 1

=16 + 3—200s2:c+ 16 cos4x + 3—2(:08637

e Protoze funkce sama je trigonometrickym polynomem, tak Fourierova rada s
funkei splyva (plyne napt. z Fakti ze cviceni). Tedy

5 15 3 1
f— 2 = 2 cosd il
s 6 +32C082$+ 16COS T+ 3200563:

7 Diniho véty navic plyne

1 1
f= % + 3—2605236—1— %005433—1— 3—2008656
Méame V(f,—m,7) = 4, tedy f € BV|[—n,n]. Z Jordan-Dirichletova kritéria

loc
pak plyne, Ze na [—m, 7] je st = na (a,b) pro kazdé R.

0, x € (—m,0]
x, x € (0,m].
Reseni:
e Mame V(f, —m,m) =2, tedy f € BV |[—m,7].

e Pro a, mame
1/7r 12217 =«
ag = — xdr=—|—| =—-.
T Jo TL2]y 2

1 1 . T 1 .
zecosnrdr = — | |—zsinnx| — —sinnx dz
0 ™ n 0 0 n

({ rsinnz + chosnx} ﬂ) - oo

2
0 n=m

a 7z per partes
1
™
1
™

i 1 1 4 ™1
/ rsinnxdr = — ([—x Cosnx] +/ — cosnx dm)
0 T n 0 0 n

1 1 i 1
([—x cosnx + 2sinngv] ) = _7(_1)71
n

n 0

N 3
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e Fourierova fada je pak tvaru

£3 L (<1)" — 1) cos(nz) — 2 (—1)" sin(na)

nem n
n=1

sf =

|

e 7 Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, Ze na [—m, 7| je

@)+ fam)

f loc
Navic sp = na (—m, 7).

(d) f(z)=n%—2% z € (~m ], i%? iﬂ
Resent:

e Méame V(f, —m,7) = 272, tedy f € BV|[—m,7].
e Funkce f je sudé, tedy b, = 0 pro vSechna n € N. Pro a, mame

2 [T T4
a0:/ 7T2—$2dx:[7r2x—x] = —72,
0

™

2 7T
an = / (7% — 2%) cos(nz) dz
0

7

. [sin(naj)] T2 [952 sin(naz)]7r N 2 /7r 2x sin nx e

n g n o ™Jo n
4 [ 4 [—xcosnx]™ 4 (™1
= — rzsinnrder = — | ——| + — cosnx dx
nm Jo nmw n o nmjy n

=4 mcosnm  A(-1)"*!

Conw n o n?2
e Fourierova rada je pak tvaru

2 e -1 n+1
sf = §7T2 +4Z (n2cosnx
n=1
e Protoze f je spojitd na R, tak z Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, Ze na
R je
st = f(x).
¥ loc
Navic s;; = na R.
e 7 vySe uvedeného dostavame, Ze
2 e (_1)n+1 ) > (_1)n+1
2 _ _ 4 2 _ 4 9

Odtud

n2 12

n=1
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Analogicky

2, . |
0=f(m) =37 +4;1 —
Odtud
i r 2
— n2 6
o~ (=1)"
© Fj@)=etweCmal 350y
Reseni:

e Dodefinujme f jako f((2k + 1)) = 3(e™ + e~ ™). Pak mame V(f,—m,m) =
2(e™ —e™ ™), tedy f € BV[—m, 7).

e Pro a, mame
™ ™ —T
1 e, € —e
ag = — efde = ——

T ) 7r
2 v s
Dale ozna¢me I, = f,,r e cosnx, n € N a z per partes

™

I, = [e® cos(nz)|" . + n/ e’ sinnx dx

—T

™
= cos(nm)(e™ —e ") +n <[ez sinnz|™  — n/ e’ cosnx d:v)

—T
= cos(nm)(e™ — e ™) — n?I,.

Odtud
e —e T
I, =(-1)"——+
n=(=1) 14 n?

a tedy
e —e ™
— ()=

Analogicky (1ze odvodit i z vypocti vyse) vyjde
er—e™ "
by = (—1)"Mn——

e Fourierova rada je pak tvaru

—T —T —T

oo T

LT —e e —e
E -1 n+1
—~ (1 +n?) cos(nz) +(=1) n7r(1 + n?)

s = er—e’ sin(nz)

e 7 Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, Ze na [—m, 7| je

)+ fam)
LI

f loc
Navic sy, = na (—m, 7).
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e 7 vyse uvedeného dostavame

B et —e " 4 il
1=f(0)= +Z e +n2) cos(n0)+(—1)
Odtud

i (=)™ e"—e ”) T B T
o 1 2 e —e~T et — e~ T
1)"*lsinn

(f) *f(x) = sin(3x) + 4z, x € (—m, 7, Z
n=1

Reseni:

e Funkce 4z je monoténni a funkee sin(3z) je po ¢astech monoténni na intervalu

[, m]. Tedy f € BV|—m, 7).
e Funkce je licha, tedy a,, = 0 pro n € Ny.

Pro b, mame:
2 [T 1 =3
/ sin(3z) sin(nz)dz = § e
™ Jo 0, n#3.
Dale

cosnx

2 vy T T
/ 4xsin3mdx:§[—cosnﬂ +8/ do =
™ Jo s n 0 ™ Jo n

e Fourierova fada je pak tvaru

s 0 ( 1 ) n+1
=sin3x + E E—
S SIN o Z n

e 7 Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, Ze na [—7, 7] je

L)+ f o)
1)

sin nx.

f loc
Navic sy, = na (—m, 7).

e 7 vyge uvedeného dostavame

1) =sin3+ Yy ~———
n
n=1

sind3+4=f sin n.
Odtud
oo
Z e Snn sinn 1
2

n=1

1, xz e (0,m)

(g) f(z) =40,  =z€(m2m)
%, z=0,m27r
Resent:

(_1)n+1§

n
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e Mame V(f,—m,m) =2, tedy f € BV[—m,].

e Pro a,, mame
1 s
aoz/ ldz = 1.
™ Jo

Dale
1 [7 1({1 . T
ap = — cosnrdr = — |—sinnz| =0
™ Jo Tn 0
: L 1Tl T (-1
b, = / sinnxdr = — [—cosnzx] =
N T n 0 nw

e Fourierova rada je pak tvaru

sf = sin nx

o
1) -1
Lt
nm

n=1

N | =

e 7 Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, Ze na [—m, 7| je

)+ fam)
LI

loc

Navic s}, = na (0,7) a (m,2m).

e Méme V(f,0,27) = 872, tedy f € BV|0, 2x].

e Pro a,, mame
2
1 [ a3 8
apg = — 22dr = | = = —72.
0

T 310 3
1 27
an, = / z? cos(nz) dx
™ Jo
1 [22sin(nz)1®™ 1 (2" 2zsinnz
:[<q _/ Jesinne
T n 0 m™Jo n
-9 [T 2 rxcosnxi2c —2 (271
= — rsinnxdr = — [7} — —cosnrdzx
nm Jo nm n 0 nm Jo
47T 2 [ . ]27r
= — — — [sinnx
™m2  ndw 0
4
=
Analogicky pro
47
b, = ——.
n

e Fourierova rada je pak tvaru

4 =1 T
sf = §7r2 —1—4;7126037136 — Esinnw.
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e 7 Jordan-Dirichletova kritéria pak plyne, Ze na [—m, 7| je

@)+ fa)
2

f loc
Navic sy =2 na (0, 27).

2. Zkouskové pisemky doc. Rokyty:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"rokyta/vyuka/
(a) © f(x) = |cos §| na R. Rozviiite tuto funkci do 2m-periodické Fourierovy fady.

Urcete, k jaké funkci konverguje vysledna fada a pro¢. Dosazenim z = 7 sectéte
ptislusnou ¢iselnou fadu.

(b) ¥ f(z) =0 na (—m, —%), f(z) =2 na (0, %), je suda a 27-periodicka.
Rozvinte funkci do 2m-periodické Fourierovy fady. Urcete, k jaké funkci konverguje
vysledna fada a jak (konverguje stejnomérné?). Dosadte 2 = 7 a sectéte piislusnou
¢iselnou fFadu.

3. K jaké funkci konverguje nésledujici funkce? Zakreslete.

!

Figure 1: http://math.feld.cvut.cz/mt/txte/3/txc3eadf.htm
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Pisemka z 23.1.2006 — reSeni 4

4. [8b] Méjme f(z) = |cos §| na R.

1. Rozvinte tuto funkci do 27-periodické Fourierovy fady. Urcete, k jaké funkci konverguje vysledna
fada a proc.

2. Dosazenim x = 7 sectéte prislusnou c¢iselnou radu.

>§. Napiste Parsevalovu rovnost pro funkci f a vypoctem urcitého integralu v ni sectéte prisluSnou
¢iselnou tradu.

Reseni: Funkce je sudé a na intervalu (—, ) se rovna funkci cos 5. Proto
=LA R R

2 & 2 T 4
bn:(), (LOZ—/ COSEdiL':*I:QSiIIE} =,
0 2 m 2

s 0 ™

a (v prvni rovnosti vyuZijeme 2 cos «a cos 8 = cos(a + ) + cos(a — §)):

2 [T x 1 [7 1 1
a, = - cos —cosnrdr = — cosx(n+7)+cos.’r(n—7)dx:
T Jo 2 T Jo 2 2

1 2 i ( —|—1)—+— 2 sin:ﬂ(n 1) i
— |———sinz(n + = - = =
T |2n+1 2 2n—1 2/,

1 2 sin (n + 1) + 2 sin (n 1)
= — T = wln— 5 =
m\2n+1 2 o2n —1 2
N————’ N —

=(-1r =(-1)r+t
oo m+1 2n—-1) « 4n? —1 mwdn2—-1"
Fourierova rada mé proto tvar
2 4 2 (=1t
Fi(z) ==+ =
r(z - 7r z:: coSnT ,

a protoze zadand funkce po ¢stech C' s vlastnimi jednostrannymi limitami hodnot funkce i derivaci ve
vSech ,hrotech®, a navic je spojitd na celém R, konverguje Fourierova rada bodové pro vSechna z € R a
plati Fy(z) = f(z) pro viechna z € R.

Dosazeni bodu x = 7 dava

tedy po upravé

tedy po upravé



Pisemka z 16.1.2006 — reSeni 4

Ll 5 4. [8b] Funkce f spliiuje f(z) = sinhaz na (0,7), a > 0.

1. Dodefinujte ji na celé R tak, aby ji bylo mozno rozvinout do 27-periodické Fourierovy rady, obsahujici
pouze siny.

2. Spoctéte tuto fadu. Urcete, k jaké funkci konverguje vysledna fada a proc.

>&Napiéte Parsevalovu rovnost pro funkci f a vypoctem urcitého integralu v ni se¢téte prislusnou
¢iselnou radu.

Reseni: Funkce je sama o sobé lichd na (—, 7), neni proto nutno ji nijak modifikovat. Z lichosti dostavéame

—azr

2 [T 2 T et —¢ ,
ag =a, =0, b, = — sinh az sinnx de = —Im — " dzr,
T Jo T 0 2

s vyuzitim vlastnosti komplexni exponenciely. Spoc¢téme nejprve

)_ a—1in
T a?+n2

4 . 1 .
/ % pINT (0 — . (emr e _ (eaﬂ' (_1)n _ 1) ,
0 a+n
tedy

Im/ eaz einac dl‘ — (1 + (_1)n+1ea7r) .
0

a? +n?

Pouhou zadménou (—a) za a dostaneme

Im/ efaz eina; d.TJ — (1 + (_1)”*‘1’167(1#) ,
0

a? + n?
a tedy
2 T gl _ AT 2 1 n 2 (=1)"*+in
b, = =Im —edr == ——— [1-14(=1)"" (e —e™)| = Zsinhar~———
"o /0 2 ) a2+n2[ + =D ) 7T e 2
Fourierova rada méa proto tvar
2 = (=)t
F = — S. h — B S. 9
() —sin aﬂ'nzz:l gy Snne

a protoze zperiodizovand sinhaz (oznaéme ji f) je funkce po é&astech C' s vlastnimi jednostrannymi
limitami hodnot funkce i derivaci ve v8ech bodech nespojitosti, konverguje Fourierova rada bodové pro

vSechna x € R a plati Fy(z) = % pro viechna z € R.
Parsevalova rovnost (v nasem piipadé = [ |f(z)[>dz = Y ,° | b2) dava:

2

1 T ' ) B D) ) 2 o0 n
; Slnh ar d.’E = ; Slnh aTm nZ::l m . (2)

—T

Protoze (spoctéte si) L [T sinh? az dz = (5“‘21‘% —1), (a # 0!) dostaneme kone¢né:?
X
> n? w2 sinh 2am
Z 21 202 g2 -1}, a#0. (3)
(a? +n?) 4sinh? an 2am

n=1

2Pro a = 0 d4va Parsevalova rovnost (2) trividlni identitu 0 = 0, ale zkuste si ve vztahu (3) spo&itat na obou stranich

lin%. Co dostanete? Je to spravng? A uméli byste odtivodnit, Ze limitni pFechod uvnitf¥ nekone¢ného souttu je korektni? :-)
a—r



C4a)

Pisemka z 11.1.2006 — refeni 4

4. [7b] Funkce f splije: f(z) = 0 na (-, —7/2), f(z) = = na (0,7/2), navic je suda a 27-periodickd na R.
Rozviiite ji do Fourierovy fady, urdete, jakym zpisobem tato fada konverguje a k jaké funkei. Dosazenfm
x = § do Fourierovy fady seététe prislusnou éfselnou fadu.

ReSeni: Ze sudosti dostdvime

2 fE T
b, =0, (10‘—_—/ zdr = —,
T Jo 4
a dile g 7 3
anz—/ ICOSHJ:J;C:---Z——(28()S£+?Tﬂ8i11£-2) .
7 Jo mn? 2 2

Fourierova fada mé4 proto tvar

oo
1 T ., TN
+Z — (21:05-2— +?rn3mJ? —2) cosne ,

Fy(z) = T

oo

n=1

a protoZe zadand funkce (oznaéme ji f) je funkece po édstech C' s vlastnimi jednostrannymi limitami
hodnot funkee i derivaci ve viech bodech nespojitosti, konverguje Fourierova fada bodové pro viechna
x € R a plati

Fy(z) = M—;—Kﬂ pro viechna xz € R. (3)

Pfi dosazeni bodu @ = I do (3) tedy na pravé strand rovnosti dostaneme T, nacez dostaneme

T =1 T . TN ™ T
§+;@(26037+WHSII1T_2)COS?=Z'

ProtoZe sin I cos 0= %sin 7n = 0 pro viechna n € N, mdame odtud
o Cos? I — cos Tt g2

n2

n=1
coZ je jedna z moZnych forem vysledku. Je viak mo#no si jestd uvédomit, ze vyraz cos? I — cos Z2 je
nenulovy pouze pro n = 4k + 2, a pak méd hodnotu 2, tedy

2 o 2

oa
ST R G VoiicenolE
o (4k+2)2 T 16 —~(2k+1)2 " 8’

coZ je jednodudsi a prehlednéjif forma vysledku.
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