
10. cvi£ení - Fourierovy °ady
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Teorie

De�nice 1. Nech´ f : R → R je 2π-periodická funkce taková, ºe
∫ π
−π f(x) dx < ∞. �ísla

ak =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kxdx, k ∈ N0,

bk =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin kx dx, k ∈ N,

se nazývají Fourierovy koe�cienty funkce f .
�adu

Sf =
a0
2

+

∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

nazýváme Fourierovou °adou funkce f . Pí²eme Sf ∼ f .
(Snf = a0

2 +
∑n

k=1 ak cos kx+ bk sin kx, jde o £áste£né sou£ty.)

V¥ta 2 (Jordanovo � Dirichletovo kritérium). Nech´ f ∈ P([0, 2π]) je funkce s kone£nou
variací na intervalu [0, 2π].

1. Nech´ x ∈ R. Pak má funkce f v bod¥ x vlastní limitu zleva f(x−) i zprava f(x+) a
platí

Sf(x) = f(x+) + f(x−)

2
.

2. Je-li navíc f spojitá na otev°eném intervalu (a, b), pak

Snf
loc
⇒ f na (a, b).

V¥ta 3 (Dini). Nech´ f ∈ P([0, 2π]) je funkce a x ∈ R. Existují-li vlastní jednostranné limity
f(x−) a f(x+) a také vlastní limity

lim
t→x−

f(t)− f(x−)

t− x
, lim

t→x+

f(t)− f(x−)

t− x
,

pak

Sf =
f(x+) + f(x−)

2
.

Speciáln¥, pokud f má kone£né jednostranné derivace v x, pak Sf(x) = f(x).

Poznámka 4. Je-li funkce f ∈ P([0, 2π]) po £ástech monotónní na (a, b) nebo po £ástech
t°ídy C1 na (a, b), pak pro kaºdé x ∈ (a, b) platí

Sf(x) = f(x+) + f(x−)

2
.
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Fakta

Pro m,n ∈ N0:∫ 2π

0
sinnx dx =

∫ 2π

0
cosmxdx = 0, m, n ≥ 1,

∫ 2π

0
sinnx cosmxdx = 0,∫ 2π

0
sinnx sinmx dx =

∫ 2π

0
cosnx cosmx dx =

{
0, n ̸= m

π, n = m.

Algoritmus

1. Na£rtneme funkci v£etn¥ jejího 2π-periodického roz²í°ení.
2. Spo£teme a0, an, bn (dáváme pozor na podmínky). Není funkce sudá/lichá?
3. Sestavíme Fourierovu °adu.
4. Zkontrolujeme p·vodní funkci. Je spojitá? Je BV ? Je C1? Z v¥t pak vyplyne konver-

gence Fourierovy °ady.
5. Dosadíme vhodný bod do £íselné °ady a vyuºijeme konvergenci.

P°íklady

1. Rozvi¬te funkci do Fourierovy °ady. Rozhodn¥te, zda °ada konverguje stejnom¥rn¥ (lok.
stejnom¥rn¥) na nejv¥t²ích moºných podintervalech [0, 2π] (p°íp. R) a ur£ete její sou£et.
Ur£ete pak sou£et zadaných £íselných °ad.

(a) f(x) = sgnx, x ∈ (−π, π],
∞∑
n=1

(−1)n+1

2n− 1

(b) ♡ f(x) = cos6 x, x ∈ (−π, π]

(c) f(x) =

{
0, x ∈ (−π, 0]

x, x ∈ (0, π].

(d) f(x) = π2 − x2, x ∈ (−π, π],
∞∑
n=1

1

n2
,

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2

(e) ^f(x) = ex, x ∈ (−π, π],
∞∑
n=1

(−1)n

n2 + 1

(f) Nf(x) = sin(3x) + 4x, x ∈ (−π, π],
∞∑
n=1

(−1)n+1 sinn

n

(g) f(x) =


1, x ∈ (0, π)

0, x ∈ (π, 2π)
1
2 , x = 0, π, 2π

(h) Vf(x) = x2 x ∈ [0, 2π),

2. Zkou²kové písemky doc. Rokyty:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~rokyta/vyuka/

(a) ♡ f(x) = | cos x
2 | na R. Rozvi¬te tuto funkci do 2π-periodické Fourierovy °ady.

Ur£ete, k jaké funkci konverguje výsledná °ada a pro£. Dosazením x = π se£t¥te
p°íslu²nou £íselnou °adu.
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(b) ^ f(x) = 0 na (−π,−π
2 ), f(x) = x na (0, π2 ), je sudá a 2π-periodická.

Rozvi¬te funkci do 2π-periodické Fourierovy °ady. Ur£ete, k jaké funkci konverguje
výsledná °ada a jak (konverguje stejnom¥rn¥?). Dosa¤te x = π

2 a se£t¥te p°íslu²nou
£íselnou °adu.

3. K jaké funkci konverguje následující funkce? Zakreslete.

Figure 1: http://math.feld.cvut.cz/mt/txte/3/txc3ea3f.htm

Figure 2: https://xkcd.com/26/

(1b)cos2x=
1+cos2x

2
(1e)2xperpartesnebokomplex.exponenciela
(1f)sin3x=sin3x
(1h)pozornainterval

(4a)nap°.vzorce
(4b)cos2πn

2−cos
πn
2̸=0jenpron=4k+2
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