8. cviceni - Mocninné fady — soucty 2
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

1. Sectéte nasledujici Fady:
o
k(k+1)

(a) Z 9k
k=1
Reseni:
Minule jsme spocetli, ze

2x

k=1

Dosazenim z = % dostaneme

ik(k}+1) B 2.1
= 7 (1-3)°

Jsme uvniti kruhu konvergence, tedy neni potieba pouzivat Abelovu Vétu.
oo

(b) S (=1)"(2n+ 1)5%
n=0
Reseni:
Uvazujme
@)= (~1)"(2n + 1)a™
n=0

Polomér konvergence dané mocninné rady je R = 1.

Pak integraci dostavame

[e.e] oo o0
F(:E) _ Z(_l)nx2n+1 — xZ(_l)nxQn — xZ(_x2)n
n=0 n=0 n=0
Jde o geometrickou fadu, tedy mtzeme secist
x
F =
Zderivovanim pak dostaneme
1— 22
= Fl(z) =

Soucet dané fady ziskdme dosazenim x = % Jsme uvnitt kruhu konvergence, tedy
neni potieba pouzivat Abelovu vétu. Dostavame

- ) ] 1— 4 150
D (0@ 1) gy = f(1/5) = @ ~ 169

n=0
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k=1
Reseni:
Rada konvegruje podle Leibnizova kritéria. Podle Abelovy véty je

— (-DF (-1
> 2 = Jlim > Pt

k=1 k=1

Ozna¢me

< o \k
fy =3

k=1
Potom na kruhu konvergence plati
oo o0 1
1N _yk k-1 ok
D S S O
k=1 k=0
a tedy
dz
fo) = [ {55 =i+ o)+C
pri¢emz, protoze f(0) =0, je C = 0. Odtud vyplyva, ze
oo
GO _
Z = wl_l}r{l_ f(z)=—In2.
k=1
o0
(_1)kk3
<d) Z 3k
k=1
Reseni: Namisto (—1)*/3* budeme psat z* a potom dosadime z = —1.
tedy fadu
o0
Z k3ot
k=1

Polomér konvergence je roven jedné. Je

i Bah = - (i k%’“)l = <x . (i kxk>/>

o (o (o (22))) = (o (o () ) -
(@) - (- () -

!/

wl—
w2
@
X
=
(‘Ew
)
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Odvodili jsme, Ze

[ee]
o(1+ 4z + 22
Yok = TLEATETT )
k=1 (1-2)
Nyni dosazenim x = —% do levé a pravé strany dostaneme

i <_1)kk,3 — i
L3 128

1

=~ 1
e S —
© 2 5T
k=1
Reseni:
Rada je konvergentni. Lze ji se¢ist elementéarné pomoci vztahu

1 1 1

k(k+1) k k+1

Snadno tak dostaneme, Ze

N
3 b N
— k(k+1) N+1 '
Nicméné to zkusme Abelovou metodou. Za tim dcelem se¢teme fadu
o0 T +1

k

Na kruhu konvergence je

a proto

f/(x):/1i$dx:—ln(1—a:)+01,

pricemz f'(0) = 0, a tedy C; = 0. Nyni integraci per partes (s funkcemi v’ =1 a
v =1In(1 — z)) dostaneme

f(z)=z—2xzIn(1 —x)+1In(1 —z) + Cy,

opét je ziejmé f(0) = 0, a proto Co = 0. Nakonec, podle Abelovy véty, plati

— 1 , : .
; ) = xliI{lﬁ flx) = xlg{lﬁ rz—zIn(l-z)+In(l-2z) = IE\I{E z+In(l—z)(1-z) = 1.

(Posledni limita se da vytesit ’'Hospitalem.)

Matematicka analyza 4, 2023 /24, Kristyna Kuncova 3



— (—=1)"
f
( ) nz% 2n+ 3
Reseni:

Uvazujme

o (-1)"
_ — 2n+3
f@)=2 553"
n=0
Polomér konvergence dané mocninné rady je R = 1.
Pak derivaci dostavame

[e.e] oo
f’(l‘) _ Z(_l)nx2n+2 — 22 Z(_J/j)n
n=0 n=0
Jde o geometrickou fadu, tedy muZeme secist
2
i T

Zintegrovanim pak dostaneme
f(z) =z — arctanz + ¢

Dosazenim 0 ziskdme konstantu

f£(0) = Z:;)Qn(i{-?, =0=0—arctan0+c
Tedy c=0a
f(x) =z — arctanz

Soucet dané fady ziskdme dosazenim x = 1. Nejprve tedy musime ovérit podminky

Abelovy véty. Rada > (2;2; konverguje z Leibnizovy véty.

Tedy dostéavame

i (=1" = f(1)=1—arctanl = %

= 2n+3
> 1
(8) Y (n* +2n) =
n=1
Reseni:

=1
(h) Z 4n2 —1
n=1
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416 8. MOCNINNE RADY

Dosazenim x = 0 dostaneme

— (—1)"
Z 2—302"“'3 =(0—arctan0+ C ,
n=0 n+

a tedy C = 0. Soucet zadané fady nyni dopocteme podle Abelovy véty

o (=) 7T
E = lim f(x) = lim (x —arctanx) =1—— .
o 2n + 3 x—>1— x—1— 4

8.5.10. Pfiklad. Seététe fadu
> 1
> m?+ 2m) 5
n=0

Reseni. Zkoumejme mocninnou fadu
o0 " ]
f)y=) x"=
1—x
n=0

pro x € (—1,1). Pravou stranu mtzeme snadno derivovat, a tedy podle véty o
derivaci mocninné fady (Véta 8.2.2) plati pro véechna x € (=1, 1)

1

f/(x) = r;nx”_l = m .

Prvni ¢len fady je nulovy, a proto opétovnym pouzitim véty o derivaci mocninné
fady dostaneme

o

1) =) nn-1x"? = 2

— C(1=x)3"

Z poslednich dvou rovnosti snadno dostavame

o0 o0 o0
Xj(n2 +2n)x" = x? Xj(n2 —n)x""? 4+ 3x Z nx"1
n=0 n=1 n=0

= X7 f"(x) 4+ 3xf'(x) =

2x2 n 3x
(I-x)3  (1-x)?

pro viechna x € (=1,1). Dosazenim x = 1 dostaneme

o]

2:(112 + 2n)3in =

n=0

+2=3
;=3

1w
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8.5. POCETNI PRIKLADY NA MOCNINNE RADY 417

8.5.11. Priklad. Seététe radu

oo

1
Z4n2—1'

n=1

Reseni. Zkoumejme mocninnou fadu

[e.o]

1
f(X) — Z mXZn-i—l )

n=1

Snadno zjistime, Ze polomér konvergence této mocninné fady je R = 1 a ze tato
fada konverguje i pro x = 1. Z Abelovy véty (Véta 8.3.2) tedy dostaneme

o0 1 .
X gEm = /W= Jim S,

Podle véty o derivaci mocninné fady (Véta 8.2.2) plati pro véechna x € (-1, 1)
= 1 1

f’(x)zzzn_lxzn:xzzn_lxz"_l. (8.11)

n=1 n=1

Posledni fadu si ozna¢me g(x). Tato fada ma polomér konvergence 1, a z véty o
derivaci mocninné fady dostaneme pro vsechna x € (=1, 1)

00 1 / 00 1
’ _ 2n—1 _ 2n—2 __
£ = (L gpt) = 2o

n=1

kde jsme v poslednim kroku pouzili vzorec pro soucet geometrické rady. Integraci
spocteme

1 1 1 1 1
g(x) = / T3 dx = / (Z(x D 2o 1)) dx = 3 log(x—i—l)—z log(1—x)+C .

Dosazenim x = 0 do fady pro g(x) lehce dopocteme C = 0. Z (8.11) mame

f(x) =xg(x) = %xlog(x +1)— %x log(1 —x) .

Standardni integraci pomoci per-partes a rozkladu na parcialni zlomky, kterou zde
nebudeme detailné rozepisovat, 1ze z tohoto spocitat

1 ({x x2 1 1
=—|=-=————1 1 = 21 1 -
f(x) 2(2 73 og( +x)+2x og( +x))
1 x  x2 1 1,
_5(_E—T+§log(l—x)+§x log(l—x))+C2
1 1 x+1 1 x+1
= —x——1 ~x%log —— .
TS I Ty T @




1 1 1

1 -4 -
(i) 4 + 7 10 +
Reseni:
S¢itame fadu
o 3n+1
ktera konverguje z Leibnize.
Zavedme fadu
OO _w3n+1
J(@) = Z 3n—+1’
n=0
do které pak budeme dosazovat © = —1. Dana fada mé polomér konvergence roven

1. Na intervalu (—1,1) ji tedy muzeme zderivovat:

o0 o0 1
r_ 3n __ 3\n _
R YL
n=0 n=0
Po integraci parcialnimi zlomky dostaneme
1
f(z) = fln]:v—l\ —fln 4o + 4z + 4 —arctan<(2x—|—1)> +C
| |~ s aretan (-
Po dosazeni x = 0 mame
1 1 1 1 17
0=f(0)=—=1In4— arctan——i—C’——fanZ—if_FC
Tedy
17
C= l 24 ——
n2-+ \f6

Celkem tedy

1 1 1 1 1
z) = =In|z — 1|—=In|42? + 42 + 4| — — arctan ( 2041 ) 71n2—|———
f(x) 3 \ | 6 | | /3 \/g( ) V36
Abychom mohli dosadit x = 1, aplikujeme Abelovu vétu (konvergenci uz méame),
tedy:
o0 oo o0
: —(=1)** —(=D((=1*)" (=D"
1 = —_— = —
$_)11_n1+f(x) Z:: 3n+1 nz% 3n+1 nz:OSTH-l
Pro limitu dostaneme
1 1
m_l)lmH_f( x) —x_lgm fln|x— 1] — fln‘élx + 4z +4| - %arctan <\/§ (2x+1)> +
1 1 x
“lno+ —=
3 n2+4 /36
1 1 -1 m
=-In2—-—-In4 — —arctan(— +fln2+—f
e Y R V30
Smay LT
=—-In —=.
3 V33
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ZAvdr:
17

i(_l 11 2+
=—-ln — .
3+l 3 V33

2. Sectéte nasledujici fady (bonus k minulému cviku):

°°$4n5
) Y

n=0

n!
Reseni:

Polomér konvergence je R = lim,_,o, v'n! = oo, fada tedy absolutné konverguje

pro x € R.
Po tpravé
X 4An+5 X 4n &0 4\n
T T x
7‘:1'55 —'::L’5E #—x%(z).
= ! = n! =

n 4\n
Pouzili jsme fakt, ze eV = >~ /% pro y € R a tedy et = > @) oy € R.

(b) i n2z"
n=0

ResSeni:

Polomér konvergence je 1, v krajnich bodech rada diverguje.

Po tpravach méame:

oo o0 o0 !
g n’z" =z E n?z" =2 E nx"
n=0 n=1 n=1

Navic mame

(o) (o) o0 ! T ! T ! T

_ -1 _ _ _ _
an"-xan" —x(Zm”) _x<1—x) _x<1—x) = =
n=1 n=1 n=1

Po zpétném dosazeni dostaneme

Ooan":a: Oonx" /:x _r /:x T — )3
5 (g ) () — @+ o)

o0

(c) Z n(n+ 2)x"

n=0
ReSeni:
Polomér konvergence je 1, v krajnich bodech rada diverguje.

Upravime

i (n+2)x ii n(n +2)z" ! = (an >

= n=0
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Diky prvni upravé, kdy jsme vytkli 1/z, nemiizeme pracovat na celém intervalu
(—1,1). V dalsich krocich budeme tedy sé¢itat fadu zvlast na intervalech (—1,0) a
(0,1).

Dale

o0 o0 oo / 1 ! $3

+2 _ 3 -1 _ .3 _ .3 _
E ne" =g g ne" ==z (g x") =z (1—1‘) _(1—:1:)2'
n=0 n=0 n=0

Dohromady tedy mame

Oonn x"—l xfg lzixz(?’—ﬂ?):x(?)—a:)
?;) ( +2) _:c((l—a;)2> T (1_x)3 (1—%)3'

Mame se¢teno na (—1,0) a (0,1). Protoze ale fada je pro = 0 rovna 0, lze vysledek

z(3—x)

dohormady zapsat jako Y 7 jn(n + 2)a” = (l_x;)tg pro viechna = € (—1,1).

oo
(d) Z(n —1)(n+3)a™
n=1
ResSeni: Polomér konvergence je roven 1, fada v krajich diverguje.
Nahradime 22" = y™ a budeme s&itat fadu (také ma polomér konvergence 1)
o oo (0.9}
Y (=43 = (n-1n+3)y" =y>Y (n—1)(n+3)y" >
n=2 n=2 n=2
0o /
(o)
n=2

Déle pro intervaly (—1,0) a (0,1)

o0 1 (o.) 1 o0 / 1 o0 /
S(n+3)y Tt = 7 D (n+3)yt? = 7 (Z y”+3> = (Z y”+5>
n=2 n=2 n=2 n=0

Dohromady tedy pro y € (—1,0) ay € (0,1)

(o] ! 2
y(5 — 4y) —y*(3y —5)
n—1 n+3y”:y2< = )
2 (n=1n+3) =) 0P
JelikoZ soucet pro y = 0 je roven 0, lze pséat pro y € (—1,1)
oo 2
—y*(3y — 5
Z(n — 1) (n+3)y" = y(iys)
= (1-y)
Pro pavodni fadu pak dostaneme
o0 4(9..2
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3. Rozviiite do mocninné fady (o stfedu 0) funkce:

(a)

1
1423

Regeni: Dosadime do geometrické fady ﬁ =Y oy proy € (—1,1). Tedy

1 _ 3\n __ n,.3n
D DICOEED B Co Vit
n=0 n=0
Plati pro z € (—1,1).
2+ 1
2 -1
Reseni: Mame ) )
1 —14+2 -2
x4+ :x + 14 .
2 -1 2 -1 1—z2

Po dosazeni do geometrické fady vyjde

-2
§:2n
n=

Konverguje pro x € (—1,1).

arctan x
Reseni: Ozna¢me f(z) = arctanz. Pak f'(z) = ﬁ Z geometrické fady mame
1 o
/ _ _ 2
fi(x) = T= (=22 Z(—l)nl’ ™.
n=0
Pak
0 p2n+l
= 1" .
fa) = Y1) e
n=1
Vime, ze f(0) = arctan(0) = 0. Tedy
o 2n+1
0
0=> (-)"y—+c=c
n=1
Tedy ¢ = 0 a miZeme psat
0 2n+1
arctan z = Z(—l)";n 1

n=1

na poloméru konvergence, tedy z € (—1,1).

V krajnich bodech fada konverguje z Leibnize, pouZijeme tedy Abelovu vétu a

dostaneme:
oo :L.2n+1 oo
1 — n = 1 = = —
C’:1_1>nl[1_ Z( 1) o T 1 xl_l)l{l_ arctan x = arctan 1 Z( 1)
n= n—

2n+1
n 1

n+1

> (="

1
2n+1
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Analogicky

-1
tan(—1) = Y (=1)" :
arctan(—1) = Y ( )2n+1
n=1
Zaver:
o0 p2n+l
tanz =y (—1)"
arctan x Z( )271—1—1
n=1
na z € [—1,1].

(d) (14 2)In(1+ 2)
Reseni: Ozna¢me g(z) = In(1 + ). Pak ¢'(z) =

n=0 n=0
pro z € (—1,1).
Po integraci dostaneme
e n+1
= —1 n
o) = (- e
n=0
Dosadime
> 0n+1
0)=In1=0= —1)"
9(0) = In nzo( i

tedy ¢ = 0. Mame tedy g(z) = Zfzo(—l)"‘r pro z € (—1,1).

n+1
Pro ptvodni funkci plati

o
(I+z)ln(l+z) = 1—&—3}2
n=0

1+:(:’

+c=c,

tedy z geometrické rady je

n=0 n=0
Po tpravé
(1+2)In(1+ x) :x+i:p”+1(—1)” ( 1 ) — i yrtl an
n—=1 n+l ot n(n+1)
pro x € (—1,1).
Pro x = —1 neni pivodni funkce definované, ale pro x = 1 pouzijeme Abelovu vétu

(fada konverguje srovnanim s 1/n?).

oo
. . o o o n+1 — n+1
xl_l)r{l_mgr?_(l—i-a:)ln(l—i—w)—21n2—1+§:1( 1) 771 1+Z
n=
Zaver:
> i xn+1
1+z)In(l+x) = e e —
At+a)n(l+o)=z+) ()" Ty

n=1

pro xz € (—1,1].

n—i—l)'
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1
3—2zx
ResSeni: Vytkneme a pak aplikujeme geometrickou fadu.

(e)

1 11 Iem (2 \" = 2man

R () -i

3—2zx 3 1-3z 3 3 3t

n=0 n=0
pro x € (—3/2,3/2).
1
) ——

Reseni: Polozme f(z) = ﬁ Pak F(z) = -1-. Z geometrické fady

F(z) = Zw", z e (—1,1).
n=0

Po zderivovani mame

flx) = i na"
n=1

pro z € (—1,1).

(g) sin®z

Reseni: Plati 1
f(z) =sin?z = 5(1 — cos(2x)).

7 Taylorova rozvoje pro kosinus je

118 22)" & 2%
z € R.
1
W Ty

ReSeni: opsano z https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ pick/analyza.pdf.

7 geometrické fady mame

Rada absolutné konverguje pro x € (—1,1). Pro jeji koeficienty navic plati
(-DF, n=2l,
an =
0, n=2+1,

kde I € Np.

Pouzijeme vzorec pro nasobeni fad.

flz) = (Z anx"> ' (Z arﬁ”) => (Z akf’:k“n—kmn_k> =D _bua",
n=0 n=0 n=0

n=0 k=0
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kde
n
b, = Z A py—}-
k=0

Uvazujme lichd n = 2m+1. Pak éisla k a 2m 4+ 1 — k jsou vzdy jedno liché a jedno
sudé, tedy jeden z indext aj a agpm+t1—k je nulovy a ag - G2m+1—k = 0.

Necht n = 2m je sudé. Pak ¢&isla k a 2m — k jsou bud obé suda nebo obé licha.
Pokud jsou obé liché, pak agasmy,—r =0-0=0.

Koneéné pokud jsou sudé, pak

agagm— = (1) (=) = (—1)™,
Sudych ¢isel je navic v mnoziné {0, 1,2,...,2m} pravé m + 1. Tedy
by = bom = (=1)"(m +1).

Dohromady je fada tvaru

Bonus

4. Priklad mame z: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ cuth/MA4_cviceni.pdf

Rekneme, 7e funkce je vyjddritelnd na okoli 0 jako mocninnd tada (MR), pokud existuje
d > 0 a posloupnost {ay} spliwjici, ze f(z) =Y " anz", x € (—0,9).

Uvazujte f definovanou na okoli 0. Urcete, jaké implikace mezi nasledujicimi tvrzenimi
plati.

(a) fje MR;

(b) f je MR a existuje k € Ng: f*)(0) # 0;

(c) existuje k € Ny a funkce g, ktera je MR, ¢(0) # 0 tak, Ze na n&jakém okoli 0 plati
f(z) = a*g(x);
(d) f e C®(—0,9) pro n&jaké § > 0.

Resent:
(c) & (b) = (a) = (d)

(b) = (¢) Necht f(z) =Y 02, anx™. Z véty o derivaci mocninnych fad lze ziskat vztah

(n) . . . .
an = fT(O). 7 predpokladu pak existuje k, ze ap # 0. Uvazujme nejmensi takové k.

Tedy
[e.e] o (e}
flx) = Z apx" = Z FaanF = ok Z kT
n=~k n=~k n=0

Polozme g(z) = >"77 § antrx™.
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(b) < (c) Sta&i polozit
f(z) = Z bk,
n=0

kde g(z) = 377 bna”.
(@) = (
(a) # (b) Polozme f = 0.
(d) 7 (

d) Plyne z véty o derivaci mocninné rady.

a) Uvazujme funkci

0, z <0.

Fz) = {e‘x, x>0,

Pak funkce je hladka (z definice vyjde f((0) = 0). Jedinym kandiddtem na Taylorovu

fadu je ovSem nulova fada, ktera se ale nerovna puvodni funkci.
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