4. cviceni - Rady funkei - derivace
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ “kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
Piiklady
(Nékteré mame od: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ prazak/vyuka/)

1. Vysetfete konvergenci fad (mtize dojit na BC podminku).

@ X s

n=1
Reseni:
e Bodova konvergence: Pro z = 0 fada zjevné konverguje. Pro z € R\ {0} méame
|z| |z 1
14+ n222 = n22?2 ~ n?|z|

tedy ze srovnavactho kritéria fada konverguje. Zavér: fada bodové konverguje
na R.

e Stejnomérna konvergence pro x € [g,00), ¢ > 0. Zafixujme n a hledejme

Oy = SUp el € [g,00)
{ |

14+ n2a2”
7 odhadi vyse mame

ol el _ 1 _ 1
1+ n222 = n222 = n?|z| —

qn?
Protoze fada Y, q% konverguje, tak z Weierstrassova kritéria konverguje
stejnomérné fada % | 75 na [g, 00).
Pro (—o0, —¢| analogicky.
e Konvergence kolem 0:
Vyvratime stejnomérnou konvergenci pomoci BC podminky.
Uvazujme interval [—gq, ¢, kde 0 < q.
Potiebujeme ukazat, Ze

de > 0Vngdm,n, m>n>ngder € M : Zf](sc) > e
j=n

Polozme € = %, pro ng polozme n =ng+ 1, m = 2ng, x = ﬁ Pak mame
2ng 1 2ng 2n9
Fno 1 1 1 1
Y — s> Y — =3 ==
20 1 2 — 2/ 1 \2
o 1+ (2710) i 2ng 1+ (2ng) (2n0) Pt 2ng 2ng
Navic pracujeme s ng tak velkym, aby x = ﬁ € [—q,q]
[e.e]

Tedy z BC podminky mame, ze fada )
na zadném okoli 0.

el m#:ﬁ nekonverguje stejnomérné
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oo
nx
b -
( ) Z TL4 +$2
n=1
Reseni:

e Bodova konvergence: Pro x = 0 fada zjevné konverguje. Pro x € R\ {0} fadu

Yoy nff:‘cg srovname LSK s % Tedy absolutné konverguje, tedy konverguje.

Zavér: fada bodové konverguje na R.
e Stejnomérna konvergence. Zafixujme n a hledejme

n|z|
op = sup m,x € (—o00, )

Zderivujme

) _ n(n' —2?)

(fn)' = m
nulovy bod: # = £n?. Méame f,(£n?) = £5-.
Protoze fada > 7, % diverguje, tak z Weierstrassova kritéria nelze rozhod-
nout.
e Lokalné stejnomérnéa konvergence.
Uvazujme interval [—gq, ¢], kde 0 < ¢. Zafixujme n a hledejme

nlzl
On =supy ———, % € [—¢, 4]

n* 4 %’
Pak pro dostatecné velké n je

__nlq|
nt 4 ¢?

On
Z bodové konvergence vime, Ze

;O—n - Z nt + q2

n=1

konverguje.
Tedy z Weierstrassova kritéria mame

nx

P ) = na [—q, 4],
nx loc
m = na R.

e Konvergence na celém R.
Vyvratime stejnomérnou konvergenci pomoci BC podminky.
Uvazujme interval [g, 00), kde 0 < q.
Potiebujeme ukazat, Ze

de > 0Vnodm,n, m>n>ngdx € M : ij(:c) >e.
j=n
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Polozme ¢ = %, pro ng poloZzme n =ng+ 1, m = 2ng, x = ng. Pak mame

0 0 0 0 0
> — 0 > ng - —
-4 4 = 4 4 '3 — 3 — 3
j=no+1 J" T g j=no+1 7t Jj=no+1 2j Jj=no+1 2(2?20) 2(2n0) 16

Navic pracujeme s ng tak velkym, aby x = n% € g, 00).
Tedy z BC podminky méame, Ze fada > .-, M"ifﬁ nekonverguje stejnomérné

na zadném okoli co.
2. (a) Spoctéte f/(0) (vyjadiete jako fadu):
> Lsin (1+2)

fla) =) (-1) NG

n=1

ResSeni: Aplikujeme vétu o zdméné sumy a derivace. Ovérujeme tedy t¥i podminky.
e f, ma vlastni derivaci na R:

L ncos(l + %)

fn:(_> n\/ﬁ

e existuje xg € (a,b) takové Y 2 | fn(zo) konverguje: Pro 2 = 0 mame

nsinl

konverguje dle Leibnize.
e fada )y >, f/ konverguje stejnomérné na R: Mame odhad

1
= n3/2

ncos(1+ )

A

ay o, # konverguje.

Tedy muzeme prohodit fadu a derivaci a dostaneme

£1(0) = 1S

(b) Spoctéte derivaci funkece (vyjadiete jako Fadu):

oy = 3 e

n=1

Reseni: Aplikujeme v&tu o zAméné sumy a derivace. Ovéfujeme tedy tii podminky.
e f, ma vlastni derivaci na R:

, ncosnx
27’L

;s
I
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e existuje xg € (a,b) takové Y 7 | fn(zo) konverguje: Pro 2 = 0 mame
oo
>0
n=1

konverguje.

e fada >, fl konverguje stejnomérné na R: Mame odhad

IN

, N CcoS NT n
|fnl = o | Son
a ..~ o konverguje z limitniho podilového kritéria.

Tedy mtizeme prohodit fadu a derivaci a dostaneme
>\ ncos na
fla)y=2 ——
n=1
(c) Uvazujte funkei f(x) = > o7 fu(z), kde

fulz) = -

n+z2’

i. Ukazte, ze f je dobfe definovana na R.

ii. © Rozhodnéte, zda Fada > 2 | f,, konverguje lokilné stejnomérné na R.
iii. Rozhodnéte, zda Fada > | f} konverguje lokaln¢ stejnomérné na R.
iv. Spoctéte derivaci funkce f na R (vyjadrete jako fadu).

Reseni:
e Bodova konvergence. Zafixujme x € R. Pak pro z = 0 je fada konstantné
nulova, tedy konverguje. Pro z € R\ {0} srovname s b, = nﬁZQ = nQﬁLx?’

kde >°°° 2l Lonverguje. Tedy z LSK fada konverguje.

n=1 n24nzx?

e VySetfime > >, fr (). Mame

cos(z/n)x(n + 2?) — sin(z/n)2z
(n+ 22)?

=

Derivace je tedy dobie definované na R.

Dale > >, fn(0) =>272,0=0.
Lokalné stejnomérné konvergence: Uvazujme interval (—q,q), kde ¢ > 0. Pro
pevné n odhadujeme

Op = sup{

Odhadujme

cos(z/n)x(n + 2?) — sin(z/n)2z
(n+ x2)?

7336(—9,@}

2
1(1+%4)+1-2
2

cos(z/n)x(n + 2?) — sin(z/n)2z
(n+ 22)?

2
<q +2q+1

n
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Rada (11:721)2 konverguje.

n=1
Tedy z Weierstrassova kritéria fada

o @]
> fn = ma(—g,9).
n=1

e 7 véty o zaméné sumy a derivace plati mame i

> fn= na(—q,q).
n=1

o 7 véty piSeme

, o=, =cos(z/n)i(n+ z?) —sin(z/n)2z
f_zlfn_zl (n+$2)2

(d)% Dokazte, Ze pro Riemannovu zeta funkci

plati ¢ € C1(1,00).
Regeni: Rada konverguje pravé pro x € (1,00). Tam budeme Fadu vySetfovat.
Aplikujeme vétu o zdméné sumy a derivace. Ovéfujeme tedy tii podminky.

e f, mé vlastni derivaci na (1, 00):

logn

-

nﬂf
e existuje xg € (1,00) takové Y 7, fn(xo) konverguje: Pro x = 2 mame
>
n2
n=1 "
konverguje.

e fada ) >, f/ konverguje stejnomérné na (1 + ¢, 00). Méame odhad

—logn logn

— nl—l—e

7 =\

nl}

ay o2, _nllofsn konverguje.
7 v&t o derivaci a spojitosti dostaneme, ze ((x) € C*(1 + ¢, 00).
Proces lze zopakovat pro kazdé e > 0 a tedy ((z) € C1(1, ).
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Zkouskové priklady

3. Uvazujte funkci
o0

fl@)=> (—2*+ 6z —8)".

n=1

(a) Urcete, pro ktera = je f definovana.
ReSeni: jde o geometrickou Fadu, tedy potiebujeme

1< —-2?+6x—-8<1

Po vyieSeni kvadratickych nerovnic vyjde z € (3 —v/2,3) U (3,4 4+ v/2).

(b) Dokaizte, ze funkce f je spojitd v bodé 7/2.
Regeni: Potfebujeme ukazat spojitost f na néjakém okoli bodu 3,5. Uvazujme
U =(3,3;3,7). fn jsou tam zjevné spojité. Pokud Y 7, f, =%, tak bude spojité i
f.

Aplikujeme Weierstrassovo kritérium. Tedy fixujme n € N a hledejme
on =sup{|fn| 1z € U}
Z tvaru f, plyne, ze
on =0,91".
Protoze geometricka fada > -7, 0,91" konverguje, tak > >, f, =% a tedy je f
spojitad na U.
(c) Dokaizte, ze funkce f ma vlastni derivaci v bodé 7/2 a vyjadrete f'(7/2) jako soucet
Ciselné tady.
Aplikujeme vétu o zaméné derivace a rady.

e f, jsou diferencovatelné na U - jsou to polynomy.

o > > | fu(4) =>"7, 0 konverguje.
e VySetfeme Y 7, f.

£l =n(—2*+ 6z — 8)" " 1(—2x + 6)
Zafixujme n € N. Pak

on = sup{|n(—z* 4 62 — 8)" (=22 4+ 6)| : 2 € U} < |n(0,91)" "1 (—1,4)|

Mame
[o¢]
> [n(0,91)" 1 (=1,4)| < oo
n=1

z d’Alambertova kritéria.

Tedy > 07 fr, =.
7 véty plyne

ram =3 (3

n=1
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Bonus

(Néekteré mame od: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~cuth/MA4_cviceni.pdf)
4. Necht f:1]0,1] — R. Které implikace mezi nasledujicimi tvrzenimi plati?

(a) Funkce f je spojita a |f(x)| < 1 pro kazdé = € [0, 1].
(b) Funkce f je spojita skoro vsude a |f(z)| < 1 pro kazdé x € [0, 1].
(c) Rada oo (f(z))™ je stejnomérné konvergentni na [0, 1].
Reseni:
e (a—b) Ziejme.
e (b/a) Protipiiklad: f(z) =z na [0,1), f(1) = 3.
e (b/c) Protipiiklad: f(x) = z na [0,1), f(1) = 0. Pak Y 2, 2" = +£ na [0,1),

1—x
Yol [a(l) = 0. Rada ale nekonverguje stejnomérné, protoZe nesplituje nutnou
podminku. Totiz z™ 7 0 na (0, 1).

e (c/Aa) Protipriklad: f(z) = 0 na [0,1/2), f(z) = 3 na [1/2,1]. Pak sup |f"(z)| =
2%, coz je konvergentni fada, tedy z Weierstrassova kritéria fada konverguje. Ale
f neni spojita.

e (c/4b) Protipriklad: f(z) = 0na [0,1]NQ, f(z) = 1 na [0,1]\Q. Pak sup|f"(z)| =
2%, coz je konvergentni fada, tedy z Weierstrassova kritéria fada konverguje. Ale
f neni spojita v zadném bodé [0, 1].

e (a—c) Protoze f je spojité, je spojita i |f|. Spojita |f| nabyva maxima, tedy Jzo:
[f(@)| < |f(zo)l <1. Tedy on = | f"(2)] = [/"(x0)|. Ale 3277 [f"(0)] konverguje.
Tedy (c) plati.

5. Pravda nebo nepravda?

(a) Necht f, = f na intervalu [a,b] a (b, c]. Pak f, = f na [a,c].
Reseni: Pravda. Zvolme ¢ > 0. Pak 3n, tak, ze Vx € [a,b] Vn > ny je

() = fz)] <e.

Stejné tak Ing tak, ze Vo € (b,c] Vn > ng
[f(z) = fz)] <e.

Zvolme tedy € > 0 a poloZzme ny = max{nj, na}. Pak pro Vz € [a, ] je
[fn(z) = fz)] <e.

(b) Necht f, = f na mnoZinach Ay, As, ..., Apr. Pak f, = f na UM, A,
Reseni: Pravda, analogicky (a).

(c) Necht f, = f na mnozinach A, Ag,.... Pak f, = f na [J;o; 4.
Reseni: Nepravda. Protipitklad: f, = 2", A; = [0,1 — 1/4].

loc
(d) Necht K je kompakt. Pak f, = na K pravé tehdy, kdyz f,, = na K.
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Reseni: Zjevné plati "=".

loc
Pro "<" predpokladejme, ze f, =. Tedy pro kazdé x € K existuje oteviené okoli B,
tak, ze f, = na K N B,. Systém B, tvofi oteviené pokryti K, tedy lze vybrat konecné
podpokryti. Tvrzeni pak plyne z (b).
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