4. cviceni - Rady funkei - derivace
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ “kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Teorie

Véta 1 (Bolzano-Cauchyova podminka). Rada Yo [n konverguje stejnomérné na M pravé
tehdy, kdyz

m
Ve > 03dngVm,n, m>n>noVx € M : ij(a:) < e.
j=n
Vé&ta 2 (Zaména sumy a derivace). Necht (a,b) je neprazdny omezeny interval a 7, f, je
rada realnych funkei splhujici:
1. f, ma vlastni derivaci na (a,b),
2. existuje zg € (a,b) takové, ze Y o2 | fn(zo) konverguje,
3. fada Y 7, f/, =2 na (a,b).

Potom ) >° | fn =2 na (a,b) a pro kazdé z € (a,b) plati
(o ¢] / [o.¢]
(Z fn> ()= i),
n=1 n=1

Piiklady

(Nekteré mame od: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ prazak/vyuka/)

1. VySetfete konvergenci fad (muze dojit na BC podminku).

oS o

2. (a) Spoctéte f/(0) (vyjadiete jako fadu):

38

) — > B ,sin (1+2)
fl@)=> (-1) v

n=1

(b) Spoctéte derivaci funkece (vyjadiete jako Fadu):

oy = 3 e

n=1
(c) Uvazujte funkei f(x) = > o7 fu(z), kde

-
sin £
n + 2

falz) =

i. UkaZte, ze f je dobfe definovana na R.
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ii. © Rozhodnéte, zda fada )2 | f, konverguje lokilné stejnomérné na R.
iii. Rozhodnéte, zda fada -, f/, konverguje lokalné stejnomérné na R.
iv. Spoctéte derivaci funkce f na R (vyjadrete jako fadu).

()3 Dokate, Ze pro Riemannovu zeta funkci

1
((z) = vy
n=1
plati ¢ € C1(1,00).
Zkouskové priklady
3. Uvazujte funkci
fl@) =) (—a*+6x—8)".
n=1

(a) Urcete, pro kterd = je f definovana.
(b)ii{<§ Dokazte, ze funkce f je spojita v bodé 7/2.

(c)$8 Dokate, 7e funkce f ma vlastni derivaci v bodé 7/2 a vyjadiete f/(7/2) jako soudet
Ciselné rady.

Bonus

(Nékteré mame od: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~cuth/MA4_cviceni.pdf)
4. Necht f:]0,1] — R. Které implikace mezi nasledujicimi tvrzenimi plati?

(a) Funkce f je spojita a |f(x)| < 1 pro kazdé x € [0, 1].
(b) Funkce f je spojita skoro vsude a |f(z)| < 1 pro kazdé x € [0, 1].

(c) Rada 32°°, (f(z))™ je stejnomérné konvergentni na [0, 1].
5. Pravda nebo nepravda?

(a) Necht f, = f na intervalu [a,b] a (b, c|. Pak f, = f na [a,c].
(b) Necht f, = f na mnozinach Ay, As, ..., Ay Pak f, = f na (UM, A
(c) Necht f, = f na mnozinach A, Ag,.... Pak f, = f na [Jio; A;.

loc
(d) © Necht K je kompakt. Pak f,, = na K pravé tehdy, kdyz f, = na K.

Poznamka 3 (Negace B-C podminky).

m
Je > 0VngIm,n, m>n>ngdr e M : ij(:v) > e.
j=n

(003 + 1) yooreatsqur vu 9s01 (Pg)

n£njodpod gugeuoy jeiq (1rg) 7 sukd (110g)
-Aa oz] 11Arjod oyguaiaslo oygpzey z = Pedwoy] (Pg) oug =w ‘T+ 0u=1u ‘gu =z (q1)
[oa[eAIajul YoATew YoLUpoyA eU 99891 (2q¢) Oug = w ‘1T + 0u = u ‘(Oug)/1 == (e1)
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