3. cviceni - Rady funkei
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ “kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

1. VySetfete konvergenci fad - zjistéte, pro jakd z fady konverguji (jako rady ¢&isel); na
jakém intervalu fady konverguji stejnomérné a lok. stejnomérné; na jakém intervalu je
soucet rady spojita funkce?

oo
(a) D a"
n=1
ReZeni:
e Bodova konvergence: Jde o geometrickou fadu, kterda konverguje pravé pro
x e (—1,1).
e Stejnomérna konvergence pro x € (—1,1).
Z prednéasky vime, ze ™ 7 na (—1, 1). Tedy fada nespliiuje nutnou podminku
konvergence.
Zéver: y 2 2" A mna (—1,1).
e Lokalné stejnomérna konvergence: Uvazujme interval [—a,a], kde 0 < a < 1.
Zafixujme n a hledejme

on = sup{|z"|,z € [—a,al}
Z¥ejmé o, = a". Protoze fada ) -, a" konverguje (jako rada ¢isel, jde o
geometrickou fadu), tak z Weierstrassova kritéria

an = na [—a,al,
n=1

tedy

loc

an = na (—1,1).
n=1

e Protoze x™ jsou spojité funkce, tak z véty o fadé a spojitosti plyne, Ze soucet
fady je spojita funkce na (—1,1).

(b) Z 27
n=1

ReSeni: Pracujeme na mnoziné (—1,0) U (0,1). Jinak lze pFevést na piedchozi
pripad.

oo
(c) Z zle e
n=1
Resent:

e Bodova konvergence: Pro x = 0 zjevné konverguje.
Pro x > 0 mame geometrickou fadu

o0 1 n
2
2y (%) -
n=1
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ktera konverguje.
Pro z < 0 nenf splnéna nutna podminka konvergence, protoze lim,, o, 2™ =
00.
Bodové konverguje tedy pravé pro x € [0,00).
e Stejnomérna konvergence: Zafixujme n € N. VySetfujeme

2

T
Op =Supy |—
e

nT

,a:e[o,oo)}.

Extrémy budeme hledat pomoci derivaci:

Nulové body: x = %

Krajni body: f,(0) =0,
lim f,(x)=0.

T—00

2 4
C’":f“(n>:mez

Navic rada > > ﬁ konverguje, tedy

n=1
[e'S)
=
n=1

Tedy supremum je

na z € [0, 00).
ProtoZe f, jsou spojité funkce na [0,00), tak dle véty o fadé a spojitosti je
tamtéz spojita i funkce f =307 fn.

(d) Z:E”e_m, z € [0,00)
n=1

Reseni:
e Bodova konvergence:

Pro z = 0 jde o nulovou fadu, tedy konverguje.
Pro x € (0,00) je z Cauchyova kritéria

lim Vare "t =ge * < 1,
n—oo
coz lze zjistit z prubéhu funkce xe™*.
Tedy rada konverguje pro z € [0, 00).

e Stejnomérna konvergence pro x € [0,00). Zafixujme n a hledejme
on = sup{|z"e ™|,z € [0,00)}
Extrémy budeme hledat pomoci derivaci. Mame

(e ) = na" (1 — x)
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Nulové body: x = 1. Mame

[ful(1) = e™"
Krajni body:

| fn|(0) =0, xl;ngo |z"e | = 0.
Tedy o, = e ™.

Protoze fada ) -, e~ konverguje (jako rada ¢isel, jde o geometrickou radu)
tak z Weierstrassova kritéria
o0
an = na [0, 00),
n=1
Protoze f, jsou spojité funkce, tak z véty o Ffadé a spojitosti plyne, Ze soucet
fady je spojita funkce na [0, 00)

(0 3 T

nt + 22
n=1

Reseni:

e Bodova konvergence: Radu mé smysl vySetfovat jen pro z > 0. Rada pak
konverguje, LSK s -

e Stejnomérna konvergence: Zafixujme n € N. VySetiujeme

N~/
o2

Extrémy budeme hledat pomoci derivaci

(ﬂ)z n(n* — 322)

,xe[O,oo)}.

2y/x(n* + 2%)?
Nulové body: x = %
Krajni body: f,(0) =
lim f,(z)=0.

T—00
Tedy supremum je

n? n- = V27
rn=tu(5) = iy -

nt + o n?

Navic fada >, f konverguje, tedy

=
n=1

na z € [0, 00).
Protoze f, jsou spojité funkce na [0,00), tak dle véty o fadé a spojitosti je
tamtéz spojita i funkee f =302 fn
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oo
nx
O 2 e
Regeni:
e Bodova konvergence: Radu vySetfujeme pro x € R. Na celém R fada konver-
guje (LSK s 77147 pro x = 0 je identicky nulova).
e Stejnomérna konvergence: Zafixujme n € N. VySetfujeme

nw
0p = Sup m , T € RS.
Extrémy budeme hledat pomoci derivaci:
nx " n(l—nSz?)
14+nP22) — (1+ndz?)?

Nulové body: x = :I:ﬁ.
Krajni body:

Tedy supremum je

_ 1 - 1
O’n—fn W —72713/2-

Navic fada >~ ; # konverguje, tedy

=
n=1

na x € R.
Protoze f, jsou spojité funkce na R, tak dle véty o fadé a spojitosti je tamtéz
spojita i funkce f =", fn.

o0 2

® X

n=1
Regeni:
e Bodova konvergence: Radu vySetfujeme pro x € R. Na celém R Fada konver-
guje (LSK nebo SK s 77127 pro x = 0 je identicky nulova).
e Stejnomérna konvergence: Zafixujme n € N. VySetfujeme

352
O'n:Sup{'l_‘r’n?l‘2 ,.TGR}
z? z? 1

< —_
1+n222 — n2zx2 n?

Odhady pro = # 0:

Pro x = 0 je také
2
1
R §
1+ n2x? n?

IN
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Tedy supremum

Navic fada > ; # konverguje, tedy

=
n=1

na r € R.

Protoze f, jsou spojité funkce na R, tak dle véty o fadé a spojitosti je tamtéz
eey . oo

spojita i funkce f =37, fy.

1
W) D e

n=1
Reseni:
e Bodova konvergence: pro x = 0 fada zfejmé diverguje, pro x # 0 konverguje
srovnanimm s #

e Stejnomérné konvergence: Zafixujme n € N. VySetiujeme

1

Pro bod =z = % mame
1 1
on 2> fn <> = =.
n 2

Ale >, % = 00, tedy o stejnomérné konvergenci nelze rozhodnout.
Zkusime vySetfit nutnou podminku. Méame f,, — 0. Ale 0, = % 4 0, tedy
neni splnéna nutna podminka konvergence a fada

Y
n=1

na R.

e Lokalné stejnomérna konvergence: Uvazujme interval [a, 00), kde 0 < a (ana-
logicky (—o0, —a] pro (—o0,0)). Zafixujme n a hledejme

o zsup{l e [a,oo)}

x
14 n2z2’

Nt X _ 1 S % 0 n . . ~ >z
Zrejmé 0, = y5. Protoze fada ) 7, a” konverguje (jako rada Cisel, lze

srovnat s #), tak z Weierstrassova kritéria

an = na [a, ),

n=1

tedy

loc

Z fn, = na (0, 00).
n=1
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Analogicky
[ee]
> fo = ma(—oo,—al,
n=1

tedy

loc

an = na (—00,0).
n=1

ProtoZe f, jsou spojité funkce na (—o00,0) a na (0, 00), tak dle véty o fadé a
spojitosti je tamtéz spojita i funkce f =3 >0 | fn.

> 2z
1 arctan | ——
) ; (112 + n3>
Reseni:

e Bodova konvergence: Pro x = 0 zjevné konverguje. Pro z # 0 konverguje z
LSK s 25

n3"
e Stejnomérné konvergence: Zafixujme n € N. VySetiujeme

- 2z R
On = sup { |arctan 2 , T € .
Extrémy budeme hledat pomoci derivaci:
2z ! 2 (—x2 + n3)
arctan | ——— = 5
e +n 422 + (22 + n3)

Nulové body: x = +vn3.
Krajni body:

Tedy supremum je

2vn3 " 1
Sps = arctan —

on = |fnl (:I:\/ n3) = arctan

Navic fada ) ° | arctan ﬁ konverguje srovnanim s ng%, tedy

=
n=1

naz € R.
Protoze f, jsou spojité funkce na R, tak dle véty o fadé a spojitosti je tamtéz
spojita i funkce f =371 fn.
. = sin(n?2)
0 > ==
=1
eSeni:
e Bodova konvergence: pro z € R mame

sin(n?x)

n2
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e Stejnomérna konvergence Stejné tak lze odhadnout supremum

Protoze ) 7, 712 konverguje, tak

=
n=1

Protoze f, jsou spojité funkce na R, tak dle véty o fadé a spojitosti je tamtéz
spojita i funkee f =37, fn.
oo

) Z cos(n:v), o> 1

na

e Bodova konvergence: Radu vySetfujeme pro x € R. Na celém R rada konver-
guje (SK s ).

na
e Stejnomérné konvergence: Zafixujme n € N. VySetiujeme

Jn—sup{ M ,xER}.
Odhady
cos(nz)| _ 1
ne - n®

Navic fada Y o7 | -1 konverguje, tedy

> =
n=1

na z € R.
Protoze f, jsou spojité funkce na R, tak dle véty o fadé a spojitosti je tamtéz
spojita i funkce f =>""", fn.

(l)@glog<1+ r )

nlog®n

Reseni:

e Bodova konvergence: Radu vySetiujeme pro z € R. Mame odhad log(1+t) < ¢

1()g 1 + D) < D)

z ~ 2 . v
Navic fada >, —>— konverguje pro viechna z € R.

e Stejnomérna konvergence: Zafixujme n € N. VySetfujeme

72
an—sup{log(l—i—m) ,a:e]R}.
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Krajni body:

22
T—00 nln“n
Tedy supremum
Op = 00,

tedy >, o, nekonverguje, tedy takto o stejnomérné konvergenci rady nelze
rozhodnout.
e Nutné podminka: Bodova limita: zafixujeme x € R, pak

2
limlog<1+ 5 >:0
n—00 nln“n
Supremovy test: Nebot o, = oo, tak mame
fn 72 na R.

e Lokalné stejnomérna konvergence: Uvazujme interval [—a, a], kde 0 < a. Zafix-
ujme n a hledejme

22
Op = Sup {log <1 + 2) ,x € [—a, a]}
nln“n

~ . « _ a2 « “ o0 . .
Ziejmé o, = mlog” " Protoze fada ) | o, konverguje, tak z Weierstrassova
kritéria
o0
E fn = na[—a,d,
n=1
tedy

loc

o0
Z fn= naR.
n=1

Protoze f, jsou spojité funkce na R, tak dle véty o fadé a spojitosti je tamtéz
spojita i funkce f =", fn.

Bonus
2. Ukazte, Ze konverguje-li fada Y o~ | | f,| stejnomérné na (a, b), konverguje i fada > o2 ; fn
stejnomérné na (a, b).
ReZeni: Plyne z B-C podminky. Necht >°° | f,, konverguje stejnomérné na (a,b). Pak
m
Ve > 03ngVYm,n, m >n > noVx € (a,b) : Z|f3(ﬂv)| <e.
Jj=n
Zvolme € a uvazujme ng, m,n > ng jako vyse. Pak

S fHi@| < DIl <,
J=n Jj=n

tedy > 07, fn stejnomérné konverguje.
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3. (a) Necht f,, = f na (0,1). MuaZze byt f neomezena?
Reseni: Ano.
Uvazujme f, = % + % Pak f, — % Navic

on= sup |fn—f|= sup
2€(0,1) z€(0,1)

Tedy f, = f. Ale f je neomezena na (0,1).

(b) Necht f, = f na (0,1). Necht f, jsou omezené. MiZe byt f neomezena?
ReSeni: Ne.
Zvolme € = 1. 7 definice stejnomérné spojitosti existuje ng takové, ze pro kazdé
n>ngazée(0,1)je

[fu(z) = f(2)] < 1.

Zvolme pevné n > ng. Protoze f, jsou omezené, tak existuje M > 0 tak, Ze pro
kazdé x € (0,1) je
|[fu(z) < M.

Dohromady pro kazdé = € (0,1) plati
[f(@)] < [f(@) = ful@)| + | fa(@)] < 1+ M.

(c¢) Necht g, — g, g jsou omezené funkce. Miize byt g neomezena?
ReSeni: Ano. Napi. g, = na (0,1). Pak g, — %, lgn| < n, ale % neni

omezena.

_n
nx+1
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