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Teorie

V¥ta 1 (Charakterizace stejnom¥rné konvergence). Nech´ M ⊂ R je interval a f, fn : M → R,
n ∈ N, jsou funkce. Pak

fn ⇒ f

práv¥ tehdy, kdyº
lim
n→∞

sup{|fn(x)− f(x)| : x ∈ M} = 0.

V¥ta 2 (Stejnom¥rná konvergence a spojitost.). Nech´ M ⊂ R je interval a f, fn : M → R,

n ∈ N, kde fn jsou spojité funkce. Nech´ navíc fn
loc
⇒ f na M . Pak f je také spojitá na M .

V¥ta 3 (Charakterizace lokáln¥ stejnom¥rné konvergence na intervalu.). Nech´ (a, b) ⊂ R je
interval (i neomezený) a fn : (a, b) → R, n ∈ N, jsou funkce. Pak {fn} konverguje lokáln¥
stejnom¥rn¥ na (a, b) práv¥ tehdy, kdyº {fn} konverguje stejnom¥rn¥ na kaºdém intervalu
[c, d] ⊂ (a, b).

V¥ta 4 (Moore-Osgood). Nech´ (a, b) ⊂ R je interval a f, fn : (a, b) → R, n ∈ N, jsou funkce.
Nech´ navíc

1. ∃r > 0: fn ⇒ f na B(x0, r) \ {x0},

2. ∀n ∈ N ∃an: limx→x0 fn(x) = an.

Pak existují vlastní limity limn→∞ an a limx→x0 f(x) a jsou si rovny.

V¥ta 5 (Dini). Nech´ (X, ρ) je kompaktní metrický prostor a {fn} monotónní posloupnost
spojitých zobrazení X do R. Nech´ f : X → R je spojité a fn → f na X. Pak fn ⇒ f na
X.

Algoritmus

1. Ur£íme bodovou limitu. Ur£íme i interval I, kde posloupnost konverguje.

2. Vy²et°íme, zda posloupnost stejnom¥rn¥ konverguje na celém I.

(a) Zkusíme supremový test na stejnom¥rnou konvergenci (na celém I).

(b) Dini.

(c) Zkusíme konvergenci vyvrátit.

i. Moore-Osgood.

ii. Nespojitá f .

3. Pakliºe funkce nekonverguje na celém I:

(a) Identi�kujeme problematické body. Za�xujeme interval [a, b] tak, aby obsahoval
problematické body, a zkusíme vyvrátit konvergenci.

(b) Zkusíme ur£it lokáln¥ stejnom¥rnou konvergenci. Za�xujeme interval [a, b],
který neobsahuje probl. body a vy²et°íme konvergenci.

4. Napí²eme záv¥r.
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P°íklady

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyza.pdf

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~bouchala/Vyuka/MFF-NMMA201-1819/Cv08%20-%

20Stejnom%c4%9brn%c3%a1%20konvergence%20II%20-%20posloupnosti%20funkc%c3%ad%2

02.pdf

1. Vy²et°ete konvergenci funkcí � najd¥te bodovou limitu, vy²et°ete stejnom¥rnou a
lokáln¥ stejnom¥rnou konvergenci. Není-li °e£eno jinak, vy²et°ujte na R.

(a) fn(x) = en(x−1) na (0, 1)

(b)` fn(x) =
nx

1 + n+ x
na (0,∞)

(c)X fn(x) =
log(nx)

n
na (0,∞)

(d) fn(x) =
x

n
log

x

n
na (0,∞)

(e)♡ fn(x) =

√
x2 +

1

n2

(f)P fn(x) = n

(√
x+

1

n
−
√
x

)
na

(0,∞)

(g) fn(x) =
√
xn−

√
x log n na [0,∞)

(h)V fn(x) =
n
√
xn + 3n na [0,∞)

2. Dini: Vy²et°ete konvergenci funkcí � najd¥te bodovou limitu, vy²et°ete stejnom¥rnou

a lokáln¥ stejnom¥rnou konvergenci. Není-li °e£eno jinak, vy²et°ujte na R.

(a) fn(x) = en(x−1) na (0, 1), jen fn
loc
⇒ (b)^ fn(x) = x

n+1
2n−1 na [0,∞)

Zkou²kové p°íklady

3. Vy²et°ete konvergenci funkcí � najd¥te bodovou limitu, vy²et°ete stejnom¥rnou a
lokáln¥ stejnom¥rnou konvergenci. Není-li °e£eno jinak, vy²et°ujte na R.

(a) fn(x) = n arctan
x

n

(b) fn(x) =
∣∣∣cos x

n

∣∣∣n
(c) fn(x) =

x+ n√
x2 + n2

(d) fn(x) = e
|x|−n
|x|+n + e

− |x|−n
|x|+n

(e) fn(x) =
e

√
x

n − 1

tan( 1n)
, [0,∞)

(f) fn(x) =
log(1 + x2

√
n
)

√
n+ 3−

√
n

Bonus

V¥ta 6. Nech´ (a, b) je omezený interval, fn : (a, b) → R. Nech´

(a) fn mají vlastní derivaci na (a, b),

(b) existuje x0 ∈ (a, b) takové, ºe {fn(x0)} konverguje,

(c) {f ′
n} konverguje stejnom¥rn¥ na (a, b).

Pak existuje funkce f taková, ºe fn ⇒ f na (a, b), f má vlastní derivaci na (a, b) a platí
f ′
n ⇒ f ′ na (a, b).
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4. Nech´ fn = 1
n arctan(xn) na (0,∞). Ukaºte, ºe fn konverguje stejnom¥rn¥ k jisté f , ale

není pravda, ºe f ′
n ⇒ f ′.

5. Nech´ fn = sin x
n2 . Najd¥te bodovou limitu, ov¥°te (lokáln¥) stejnom¥rnou konvergenci.

Najd¥te derivace a ov¥°te p°edpoklady V¥ty o derivacích. Ukaºte, ºe záv¥ry v¥ty platí.

V¥ta 7. Nech´ (a, b) je omezený interval, fn ⇒ f na [a, b] a fn ∈ C([a, b]). Pak

lim
n→∞

∫ b

a
fn =

∫ b

a
f.

6. Nech´ fn je de�nována takto: fn(0) =
1
n , mimo interval [−n, n] je konstantn¥ nulová a

na intervalu [−n, n] je dode�nována lineárn¥. Na£rtn¥te první 3 funkce (vyjdou takové

²pi£até kope£ky). Ov¥°te, zda lim
n→∞

∫ ∞

−∞
fn =

∫ ∞

−∞
lim
n→∞

fn nebo ne. Pak ov¥°te p°ed-

poklady v¥ty nebo najd¥te p°edpoklad, který není spln¥ný.

(1b)na[a,b]je
x
2
+x

1+n+x≤
b
2
+b

1+n

(1c)logm·ºebýtizáporný;)
(1e)A2−B2=(A−B)(A+B),pakodhady
(1f)A2−B2=(A−B)(A+B),pakodhady

(1h)2policajti,rozd¥ltenaintervaly[0,3],[3,∞)

(2b)Diniprofn
loc
⇒,rozd¥ltena[0,1]a[1,b]
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