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Teorie

Véta 1 (Charakterizace stejnomérné konvergence). Necht M C R je interval a f, f,, : M — R,
n € N, jsou funkce. Pak

a3 f
pravé tehdy, kdyz
lim sup{|fu(z) — f(z) : x € M} =0.
Véta 2 (Stejnomérna konvergence a spojitost.). Necht M C R je interval a f, f, : M — R,
n € N, kde f,, jsou spojité funkce. Necht navic f, g fna M. Pak f je také spojita na M.

Véta 3 (Charakterizace lokalné stejnomérné konvergence na intervalu.). Necht (a,b) C R je
interval (i neomezeny) a f, : (a,b) — R, n € N, jsou funkce. Pak {f,} konverguje lokalné
stejnomérné na (a,b) pravé tehdy, kdyz {f,} konverguje stejnomérné na kazdém intervalu
[e,d] C (a,b).

Véta 4 (Moore-Osgood). Necht (a,b) C R je interval a f, f, : (a,0) = R, n € N, jsou funkce.

Necht navic

1. 3r>0: f, = f na B(zo,7) \ {z0},
2. Vn € Nday,: limy_yz fo(x) = ap.
Pak existuji vlastni limity lim,, . a, a lim,_,,, f(z) a jsou si rovny.

Véta 5 (Dini). Necht (X, p) je kompaktni metricky prostor a {f,} monoténni posloupnost
spojitych zobrazeni X do R. Necht f: X — R je spojité a f, — f na X. Pak f, = f na
X.

Algoritmus

1. Uréime bodovou limitu. Urime i interval I, kde posloupnost konverguje.
2. Vysetiime, zda posloupnost stejnomérné konverguje na celém I.

(a) Zkusime supremovy test na stejnomérnou konvergenci (na celém I).
(b) Dini.
(¢) Zkusime konvergenci vyvratit.
i. Moore-Osgood.
ii. Nespojita f.
3. Paklize funkce nekonverguje na celém I:
(a) Identifikujeme problematické body. Zafixujeme interval [a, b] tak, aby obsahoval
problematické body, a zkusime vyvratit konvergenci.
(b) Zkusime ur¢it lokalné stejnomérnou konvergenci. Zafixujeme interval [a, ],
ktery neobsahuje probl. body a vySetiime konvergenci.

4. Napiseme zavér.
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Priklady

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"pick/analyza.pdf

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"bouchala/Vyuka/MFF-NMMA201-1819/Cv08%20-7
20Stejnom/c4%9brnyc3jall20konvergence420I1%20-%20posloupnosti%20funkcc3iads2
02.pdf

1.

Vysetiete konvergenci funkci — najdéte bodovou limitu, vySetiete stejnomérnou a
lokalné stejnomérnou konvergenci. Neni-li fe¢eno jinak, vySetiujte na R.
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. Dini: VyS8etTete konvergenci funkci — najdéte bodovou limitu, vySetiete stejnomérnou

a lokalné stejnomérnou konvergenci. Neni-li feceno jinak, vySetiujte na R.

(a) fa(z) =@ Y na (0,1), jen f, lO:C; (b)%¥ fo(z) = 277 na [0, 00)

Zkouskové priklady

. VySetiete konvergenci funkci — najdéte bodovou limitu, vySetiete stejnomérnou a

lokalné stejnomérnou konvergenci. Neni-li fe¢eno jinak, vySetiujte na R.

— 1 arctan ~ e
(a) falz) = ;n n (e) fu(x) = an(l)l’ [0,00)
(6) falx) = [eos log(1 4 24)
r+n Ve
(©) fule) = S 0 htel =

Bonus

Véta 6. Necht (a,b) je omezeny interval, f, : (a,b) — R. Necht
(a) fn maji vlastni derivaci na (a,b),
(b) existuje zg € (a,b) takové, ze {fn(xo)} konverguje,
(c) {f}} konverguje stejnomérné na (a, b).

Pak existuje funkce f takova, Ze f, = f na (a,b), f ma vlastni derivaci na (a, b) a plati
fl, = f' na (a,b).
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4. Necht f,, = %arctan(:r”) na (0,00). Ukazte, ze f, konverguje stejnomérné k jisté f, ale
neni pravda, ze f], = f’.

5. Necht f, = sin 5. Najdéte bodovou limitu, ovéfte (lokilné) stejnomérnou konvergenci.
Najdéte derivace a ovéite predpoklady Véty o derivacich. Ukazte, ze zavéry véty plati.

Véta 7. Necht (a,b) je omezeny interval, f,, = f na [a,b] a f, € C([a,b]). Pak

b b
lim | f,= / f.
n—oo a a

6. Necht f,, je definovéna takto: f,(0) = %, mimo interval [—n,n] je konstantné nulové a
na intervalu [—n, n] je dodefinovana linearné. Nacrtnéte prvni 3 funkce (vyjdou takové
o0 [ee]
Spicaté kopecky). Ovéite, zda lim fn = / lim f, nebo ne. Pak ovéfte pted-
n—oo | o0 00

oo _
poklady véty nebo najdéte predpoklad, ktery neni splnény.
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