1. cviceni - Posloupnosti funkci
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

Zdroj vétsiny piikladi: Petr Holicky, Ondiej F.K. Kalenda: Metody FeSeni vybranych tloh z
matematické analyzy pro 2. - 4. semestr

1. Vysetfete konvergenci funkei (najdéte bodovou limitu, vySetiete stejnomérnou konver-
genci a lok. stejnom. konvergenci). Neni-li fe¢eno jinak, vySetfujte na R.

n?z3

@) fule) = e
Reseni:
e Bodova konvergence: zafixujme x € R\ {0}. Pak
. n2z3 . x’n? x
lim ———= = lim

n—oo 1 + n2x2 n—oo 12n2 n21w2 +1

Pro 2 = 0 mame f,(0) = 0, tedy i lim, o fr(0) = 0.
Dohromady, f = x.
e Stejnomérné konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

on = sup{|fu(2) — f(2)],z € R},

Odhadujeme tedy vyraz
n?ax3
1+ n2z?

Zkusime najit extrémy pomoci derivace, tedy

n2z3 ! B 1 — n2z?
1+n22 °) = (14 n2a?)?

Nulové body:

tedy x = j:%. Plati
1 1
=11 (%5) = 3
n 2n

Supremum jesté miZeme hledat v krajnich bodech, tedy zkoumame

' ) n2x3
lim[ful@) - f@)] = lm_ ]HW ol =0
Dohromady mame
1
On =5
Navic plati
. . 1
lim 0, = lim — =0.
n—00 n—oo 2n,
7 kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze
fn= fnaR.
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e Protoze stejnomérna konvergence implikuje lok4lné stejnomérnou konvergenci,

tak i oo
fn= fnaR.
na R.
(b)  fu(z) =nz(l —x)" na [0,1], (0,1), [0,1).
Reseni:

e Bodova konvergence: zafixujme x € [0, 1]. Pak z ristové skaly

lim nz(l—x)" =0.
n—0o0

Tedy, f = 0.
e Stejnomérné konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

On = SuP{‘fn(x) - f(ac)|,x S [O’ 1]}

Odhadujeme tedy vyraz
|nx(l —x)"|.

Zkusime najit extrémy pomoci derivace, tedy
(nz(l—z)") =n(l —2)" —n?z(1 —2)" ' = 1 —2)" L (n( — z) — n’zx)
— (1= 2)" (z(=n(1 +n)) +n)

Nulové body:

Plati

0 () = ()

Supremum jesté miZzeme hledat v krajnich bodech, tedy zkoumame

[fn(z) = F(@)|(0) = [fu(z) = f(2)[(1) = 0

Dohromady mame
n n+1
o (n + 1>

n+1
1
liman—lim< n ) = —.

Navic plati

n—00 n—oo \ n 4+ 1 e

7Z kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

fn BT
na [0, 1].

e Stejnomérna konvergence a lokalné stejnomérné konvergence na kompaktu splyva.
Tedy i
loc

fu BT

na [0, 1].
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e Uvazujme tedy interval (0,1).
Problematické body: = = 0. Uvazujme tedy a € (0,1) a interval (a,1). Pak
zafixujme n € N a hledejme

on = sup{|fu(z) — f(z)|,z € (a,1)}.
Odhadujeme tedy vyraz
|nx(l—x)"|.
7 predchoziho postupu vime, Ze nulovy bod derivace je v bodé xg = %‘Fl Od
jistého ng tento bod nelezi v intervalu (a, 1).
Extrémy tedy budeme hledat v krajnich bodech, tedy zkouméme

[fu(z) = f(@)l(a) = [na(l = )", |fu(z) = f(2)[(1) =0
Dohromady mame od jistého ng
on = na(l —a)"|
Navic plati

lim o, = lim |na(l —a)"| =0
n—oo n—oo

7 kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

a2 f.

na (a,1).
Odtud tedy plyne, Ze
loc
Jn =T, na (0,1).
e Zbyva vysetfit okoli bodu 0. Uvazujme tedy b € (0,1) a interval [0,b). Pak

zafixujme n € N a hledejme

On = Sup{‘fn(SU) - f(x)|,33 € [07 b)}

7 ptfedchoziho postupu vime, ze nulovy bod derivace je v bodé zg = n%_l
jistého ng tento bod nalezi intervalu [0, b).
Dohromady mame od jistého ng

- n n+1
on = n+1

n n+1 1
lim o, > lim <n+1> = =

Od

Navic plati

n—od n—oo
ZAver:
n 2 [, na [0,b) Vbe (0,1)

loc

a fn A f, na [0, 1).

(c) falz)=a" —a""!
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e Bodova konvergence: Rozepisme funkce jako f,(z) = z"(1 — x). Pak pro
x € (—o0,—1] U (1, 00) posloupnost f,(x) diverguje.
Pro z € (—1,1] mame

nhﬁngox (1-z)=0.

Tedy, f =0 pro x € (—1,1].
e Stejnomérna konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

On = sup{|fn(33) - f(a;)|,1: S (_17 1]}

Odhadujeme tedy vyraz
|z (1 — )]

Ptimo vidime, ze v krajnim bodé je

lim |z"(1—2)| =2.

T——14

Supremum tedy mtzeme odhadnout
o > 2.

Tedy
lim o, # 0.
n—oo
7Z kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze
fan BT

na (—1,1].
o Lokalné stejnomérna konvergence: Uvazujme a € (—1,1) a interval (a, 1].
Zafixujme n € N a hledejme

on = sup{|fn(z) — f(z)|,z € (a,1]}.

Odhadujeme tedy vyraz
|z"(1 — )]

Zkusime najit extrémy pomoci derivace, tedy
(z"(1 —z)) =na™ (1 —2) —2" = 2" 1 (n(l — z) — )
Nulové body:

n
n+1

(fn = 1) <nil> _nil'(1+1}l)n

Supremum jesté mizeme hledat v krajnich bodech, tedy zkoumame

[fu(z) = f(2)|(1) =0

xr =

Plati
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Navic plati

1 1 1
lim : 7 =0-—=0= lim |a"(1 —a)|.
n—oon + 1 (1_|_7)n e n—00
Protoze
01— a)
O, = max . a —a
n n + 1 (1 + l)n7 ) )
tak
lim o, =
n—oo
Tedy
fo=/  ma(all.
Odtud
loc
= na (—1,1].
(d)  falz) = e lomnl?
Resgent:

e Bodova konvergence: zafixujme = € R. Pak

lim e_’m_%hﬂ =0.
n—oo

Tedy, f = 0.
e Stejnomérné konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

o = supf{|fulx) — f(z)],x € R}.

Odhadujeme tedy vyraz

}ef|17%|n2 .

Lze rovnou dosadit x = % Pak

Op > ‘6—‘%—%’79 =1.

Dale
li .
Jig 0 70
7 kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze
fn BT
na R.
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e [okalné stejnomérné konvergence:
Problematické body: x = 0. Uvazujme a > 0 a interval (—a, a). Pak zafixujme
n € N a hledejme

on = sup{|fu(z) — f(2)], 2 € (—a,a)}.

Jako vyse lze od jistého ng dosadit z = % Pak

on >1

7Z kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

fn BT
na (—a,a).
Odtud tedy plyne, Ze
loc
In 2 [, na R.
_ arctan(nx)
(e) Jjn(x) = o
Reseni:

e Bodova konvergence: zafixujme x € R\ {0}}. Pak

t
lim 2 an(nx)

n—00 ne

=0

(omezené a mizejici posloupnost).
Tedy f =0.
e Stejnomérna konvergence: Mame

lim lim f,(z)= lim 0=0,

x—0 n—oo T—00

ale

lim lim f,(z) = lim 1=1.
n—o00 x—0 n—00

Coze je spor Vétou o limité. Tedy

fn BT
na R\ {0}.
(f)  fu(x) =log(x)sin (M) na (0, 00)
Reseni:

e Bodova konvergence: zafixujme x € (0,00). Pak

. . xT
i log(x) sin <n(1+:v2)> =0

Tedy f = 0.
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e Stejnomérna konvergence: Zafixujme n € N a odhadujme

on = sup{|fu(2) — f(2)],z € R},

Odhadujeme tedy vyraz

Na intervalu [0, 1] lze funkci |z log x| spojité dodefinovat (nulou v 0) a tedy
tam nabyva maxima, oznacme jej b.

oo(z) —E log(z)2], =z € (0,1],
log() n(1+ z?) = {‘log(m)nlg&}’ z € [1,00),

log x

= 0. Tedy

log x ceyz . .
== spojitéa, navic limy e

Na intervalu [1,00) je funkce

také nabude maxima, oznacme jej c.
Dohromady méame

Tedy

lim o, = 0.
n—oo

7Z kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

fn =3 T
na (0, 00).
e Protoze stejnomérna konvergence implikuje lokilné stejnomérnou konvergenci,
tak i
loc
fn = T
na (0, 00).
(8) falz)=e
Reseni:

e Bodova konvergence: zafixujme z € R\ {0}. Pak

lim e ™% = 0.

n—oo

1, z=0

0, =#0.

e Stejnomérna konvergence: Jednotlivé funkce f,, jsou spojité na R, ale jejich
limita spojitd neni. Tedy nemohou konvergovat stejnomérné ani lokalné ste-

Pro x = 0 je lim;,,—, e =0 =1. Tedy, f = {

jnomérné. Zaveér:
loc

B B

na R.
2

(h)  falz) =em

Reseni:
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e Bodova konvergence: zafixujme x € R}. Pak

[

x

lim e » =1.
n—oo

Tedy, f = 1.

e Stejnomérna konvergence: Mame

lim lim f,(z)= lim 1=1,
T—00 N—r00 T—r00

ale
lim lim f,(z)= lim 0=0.

n—00 T—00 n—oo

Coze je spor Vétou o limité. Tedy

InBf
na R.

e Lokalné stejnomérna konvergence: Uvazujme a > 0 a interval [—a, al.
Zafixujme n € N a hledejme

on = sup{|fu(z) — f(2)], 2 € [-a,d]}.

Odhadujeme tedy vyraz

_z?
e n —1

Zkusime najit extrémy pomoci derivace, tedy
o2 ! 2 (—2z
<e_n—1> :e_T-( )
n

z = 0.

Nulové body:

Plati
(fn =) (0) =0.
Supremum jesté mizeme hledat v krajnich bodech, tedy zkoumame
2

|fol@) = f(2)]|(£a) =1 — e "n.
Tedy

_a?
op=1—€e n.

Navic plati

M

lim 1 —e % =0.
n—oo

Tedy
=i na (—a,a).
Odtud

loc

fn=f na R
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e Bodova konvergence: zafixujme x € (0,1). Pak

lim 22" — 23" =0—- 0= 0.
n—oo

Tedy, f = 0.
e Stejnomérné konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

0 = sup{|fulx) — f(z)],x € R}.

Odhadujeme tedy vyraz

‘$2n _ xSn‘

Zkusime najit extrémy pomoci derivace, tedy
(xQn _ x3n)/ — nx2n—1(2 _ 3xn)

Nulové body:

2
T = 4/=.
3
Plati ) ,
nf2) _ (2 (2
(fn—f)< 3)—(3> (3)
Pak ale

RO

Jim on 70

Navic plati

7 kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

fn B T

na (0,1).

e Lokilné stejnomérna konvergence: Problematické body: x = 1. UvaZujme
q € (0,1) a interval (0, q).
Zafixujme n € N a hledejme

on = sup{|fn(z) — f(2)],2 € (0,9)}.

Odhadujeme tedy vyraz
‘xQn _ xSn‘ .
7 ptredchoziho postupu vime, Zze nulovy bod derivace je v bodé xg = ’\L/g . Od
jistého ng tento bod nelezi v intervalu (0, ).
Extrémy tedy budeme hledat v krajnich bodech, tedy zkoumame

[falz) = f@)[(0) =0, |fulz) = f(2)|(q) = ¢*" — ™"
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Dohromady mame od jistého ng

oy = ‘an _ q3n|

Navic plati
lim o, = lim [¢*" —¢*"| =0
n—oo n—oo
Z kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze
fn = T

na (0,q).
Odtud tedy plyne, Ze

loc

fn= 1, na (0,1).

2. Najdéte bodovou limitu, vySetiete stejnomérnou a lokilné stejnomérnou konver-
genci, pripadné najdéte intervaly, kde posloupnost konverguje stejnomérné.
(a) Jfu(®) =a"e™"/" na (~1,1)
Reseni:
e Bodova konvergence: zafixujme x € (—1,1). Pak

) ™ 0
g =1

Tedy, f = 0.
e Stejnomérna konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

On = Sup{|fn($) - f($)|,l' € R}'

Odhadujeme tedy vyraz

:L.TL

er?/n

Funkce f,(x) je suda pro sudé n a licha pro liché n. Staci tedy vySetfovat
supremum na intervalu [0, 1).
Zkusime najit extrémy pomoci derivace, tedy

z" nz:"_ler/”—:E”exz/"%2x
ex?/n - (er/n)2

g Lle?/n <n - 1'121‘) =
n

Nulové body:

3

Tedy
n

T ==+

>
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Ale pro n > 2 plati, ze :I:% Z (—1,1).
Extrémy tedy budeme hledat v krajnich bodech, tedy zkouméme

|fo(@) = f(2)[(0) =0,  [falz) = f(2)|(1) = —=

Tedy 0, = = a

<

lim o, =1#0.

n—oo

7Z kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

fn B f

na (—1,1).

e Lokilné stejnomérné konvergence: Problematické body: = = +1. UvaZzujme
g € (0,1) a interval [—g, g|.
Zafixujme n € N a hledejme

on = sup{|fn(z) — f(2)], = € [=q,q]}-

Z predchoziho postupu vime, Ze extrémy budeme hledat v krajnich bodech
intervalu (—q, q).

n

@) = F@)|(~0) = |fal2) — f(2)](g) = —

e??/n’

Tedy
n

L4
" eq2/n.

Navic plati

n
lim 0, = lim ——-.=0
n—00 n—oo eq /n

7Z kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

In= [
na [—q, q|.
Odtud tedy plyne, Ze
loc
fn:fy na (_1>1)'
n2 — g2
b " = —
0) fule) =5
Reseni:

e Bodova konvergence: zafixujme x € R. Pak

. n2—x2
hm 5 2 = 1
n—oo n —|—x2

Tedy, f = 1.

Matematicka analyza 4, 2023 /24, Kristyna Kuncova 11



e Stejnomérné konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

On = Sup{|fn($) - f(x)|,a: € R}'

Odhadujeme tedy vyraz

n? — 22 B —222
n? + x?  [n? 4 22
Uvazujme limity v krajnich bodech:
. —2x2
xlin;o ] | — 2| = 2.
Tedy
op > 2
a
lim o, # 0.
n—oo

7 kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

InBf
na R.

e Lokalné stejnomérné konvergence: Uvazujme ¢ € (0, 1) a interval [—q, q].
Zafixujme n € N a hledejme

on = sup{|fu(z) — f(2)], = € [-q,q]}-

Zkusime najit extrémy pomoci derivace, tedy

( —2z2 >/ _ —dz(n® + 2?) + 22222 —4xn?

n2 + 12 (n2 + 22)2 T (R 22)2

Nulové body:
z=0
Navic plati
|[fu(z) = f(2)](0) = 0

7 predchoziho postupu vime, Ze extrémy budeme hledat v krajnich bodech
intervalu (—q, q).

2¢°
[fu(@) = f@)|(=0) = ful2) = f@)I(@) = 5 o
Tedy
_ 2
In = 2y 2
Navic plati
2q2

lim o, = lim ————5 =0
n—o0 n—oo N —|—q
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7Z kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

fn=2 1.

na [—q, q].
Odtud tedy plyne, Ze

loc

fn =1, na R
. T
(c) Jjn(x) = nsin
ResSeni:

e Bodova konvergence: zafixujme z € R\ {0}. Pak

. LT . sin®
lim nsin — = lim -x=x.
n—o00 n n—oo =
n
Pro x =0 je
. .0
lim nsin— =20
n—o0 n
Tedy, f = .

e Stejnomérna konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

0 = sup{|fulx) - f(z)],x € R}.

Odhadujeme tedy vyraz
x
‘n sin — — x‘ =
n
Zkusime najit extrémy pomoci derivace, tedy

. T / T
nsin— —x) =cos——1
n n

Nulové body:
cos r_ 1
n
x
— =04 2knx = 2kmn,
n

kde k € Z.
Pak mame

|fn(z) — f(2)|(2k7n) = |nsin(2k7) — 2kmn| = |n - 0 — 2kwn| = |2k7n]

Tedy

on > |2kmn|
a

nh_}rgo on # 0.

7Z kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

InBf
na R.
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e Lokalné stejnomérné konvergence: Uvazujme ¢ € (0, 00) a interval [—q, q].
Zafixujme n € N a hledejme

on = sup{|fn(z) — f(2)], = € [=q,4q]}-

7 predchoziho postupu vime, Ze nulové body jsou x = 2knn, kde k € Z. Od
jistého ng tyo body nenélezi intervalu [—g, g].
Tedy extrémy budeme hledat v krajnich bodech intervalu [—q, q].

[fu(z) = f(@)|(=q) = [fu(z) — f(2)|(¢) = Insin% Kl
Tedy

— Inain 1
o = |nsin = — q|
n

Navic plati

i . . g
im o, = lim |nsin= —¢| =0
n—oo n—oo n

7 kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

a2 f.

na [—q, q].
Odtud tedy plyne, Ze

loc

fn =1, na R
(d) fu(z) = xarctan(nz)
Reseni:

e Bodova konvergence: zafixujme x € R. Pak

g, x>0,
lim xarctan(nz) = < 0, x =0,
n—oo

-5z, x <0,

Tedy, f = §|z|.
e Stejnomérné konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

On = sup{|fn(x) - f(x)|,a: € R}'

Odhadujeme tedy vyraz
‘x arctan(nz) — g|x|‘

Plati x arctan(nz) — §|z| > 0, navic x arctan(nz) — 5|x| je suda funkce, tedy
sta¢i uvazovat x > 0. Mame tedy

™ T T
x arctan(nz) — 5‘:(}" =— <a: arctan(nx) — 5\30]) =z (5 — arctan nm)

= g arccot(nz)
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Navic pro ¢t > 0 plati vztahy (lze ovéfit derivaci).

T 1
— — arctant = arccott = arctan ;

Dale pro t > 0 plati
arctant

<1,
t

tedy
arctant < t.
Odtud plyne, Ze pro x > 0 mame:
1 1 1
x arccot(nz) = zarctan — < r— = —
nx nx

Tedy

S|

on <

lim o, = 0.
n—oo

Z kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

fn=f
na R.
Véta 1 (Diniho véta). Necht [a,b] C R je omezeny interval a f, : [a,0] = R, n € N,

jsou spojité funkce. Je-li {f,(z)} pro kazdé = € [a,b] monoténni a omezena a je-li
funkce f = lim,,_ fn Spojita na [a,b], pak f, = f.

3. © Ukazte, ze vynechéani byt jediného predpokladu Diniho véty zptisobi jeji neplatnost:

(a) kompaktnost intervalu [a, b],
(b) spojitost fy,
(c) spojitost f,

(d) monotonie f,(x).

Tedy najdéte f, — f takové, ze splhuji vzdy vSechny podminky aZ na jednu, ale pfitom
a3 T

Reseni: Piiklad i s feSenim mame odtud: https://www.karlin.mff.cuni.cz/ pick
/analyza.pdf

(a) kompaktnost intervalu [a, b],
Reseni: Uvazujme interval [0,1) a f, = 2. Pak f, 7 na [0,1) (piiklad z pred-
nasky).
(b) spojitost fp,
Reseni: Uvazujme interval [0,1], f, = X(O’%)(l‘). Bodovou limitou je f = 0.
Pak o, > f,(1/(2n)) = 1, tedy lim, o0 0y, #0 a f,, 2 f.
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(c) spojitost f,
Reseni: Uvazujme interval [0,1] a f, = z™. Pak f, 7 na [0,1) (pfiklad z pied-
nasky).

(d) monotonie f,(x).
Reseni: Uvazujme interval [0,1] a

2nx, x €10, ﬁ],
fn=<%2—-2nz, z¢€ [%,%],
0, ze L]

Bodova limita je pak f = 0.
Pak o, > f,(1/(n)) =1, tedy lim, o0 0y # 0 a f,, 2 f.
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