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Teorie
Definice 1. Necht M C R je interval a f, f, : M — R, n € N, jsou funkce. Rekneme, ze

posloupnost { f,}°°; konverguje bodové k funkei f na M, jestlize

lim f,(z)= f(z)

n—oo

pro kazdé x € M, neboli
Vo e MYe >03ng € NVn > ng : |fo(x) — f(z)| <e.

Znacgime f,, — f.
Rekneme, ze posloupnost {f,}°2, konverguje stejnomérné k funkci f na M, jestlize

Ve >03ng € NVz € MVn >ng:|fo(z) — f(z)| <e.

Znacdime f, = f.
Rekneme, ze posloupnost { f, }22, konverguje lokdlné stejnomérné k funkei f na M, jestlize
pro kazdé x € M existuje r > 0 takové, Ze {f,} konverguje stejnomérné k f na (z —r,x +1).
loc
Znacgime f, =3 f.
Poznamka 2. Jestlize f, = f, pak f, — f na M.

Véta 3 (Charakterizace stejnomérné konvergence). Necht M C R je interval a f, f, : M — R,
n € N, jsou funkce. Pak

fn=f
pravé tehdy, kdyz
lim sup{|fn(z) — f(z)|:x € M} =0.
n—oo
Véta 4 (Stejnomérna konvergence a spojitost.). Necht M C R je interval a f, f,, : M — R,
loc
n € N, kde f,, jsou spojité funkce. Necht navic f, = f na M. Pak f je také spojita na M.

Véta 5 (Charakterizace lokalné stejnomérné konvergence na intervalu.). Necht (a,b) C R je
interval (i neomezeny) a f, : (a,b) — R, n € N jsou funkce. Pak {f,} konverguje lokalné
stejnomérné na (a,b) pravé tehdy, kdyz {f,} konverguje stejnomérné na kazdém intervalu
[¢,d] C (a,b).

Poznamka 6. Tedy stejnomérna a lokalné stejnomérna konvergence na kompaktu splyva.

Véta 7 (Moore-Osgood). Necht (a,b) C R je interval a f, f,, : (a,b) = R, n € N, jsou funkce.
Necht navic

1. Ir > 0: f, = f na B(zg,r) \ {zo},
2. Vn € N3ay,: limgy_yz, fo(x) = ap.

Pak existuji vlastni limity lim,,_cc @, a limg_,,, f(z) a jsou si rovny.
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Algoritmus

1. Uréime bodovou limitu: zafixujeme x a spo¢teme f(x) = lim,, o0 fn(z). (Davame pozor
na parametr.) Funkci f(x) pouZijeme v dalsim postupu. Nezapomeneme na definiéni
obor f, a f.

2. Zkusime test na stejnomérnou konvergenci.

(a) Zafixujeme n a hledame o, := sup |f(x) — f(z)|. Lze pouzit néjaké odhady nebo
vySetfit extrémy dané funkce (tfeba pomoci prvni derivace). Supremum se pak
miuZe realizovat v bodech maxima i minima f,, — f nebo v krajnich bodech v¢.
+o0.

(b) Pak spoc¢teme lim,,_, 0. Stejnomérnou konvergenci méame pravé tehdy, kdyz
limita vyjde O.

3. Stejnomérnou konvergenci lze vyvratit, paklize f, jsou spojité, ale f neni.

4. Stejnomérnou konvergenci lze vyvratit pomoci Moore-Osgoodovy véty.

5. Pokud posloupnost f, na celém M stejnomérné nekonverguje, zkusime lokalné ste-
jnomérnou konvergenci. Najdeme problematické body - kde jsou nespojitosti f, kde
byly extrémy...Pro ostatni « pak najdeme okoli, které se témto bodim vyhne a znovu
aplikujeme test se supremem.

6. Doladime problematické body a napiSeme zavér.

Priklady

Zdroj vétsiny piikladi a FeSeni: Petr Holicky, Ondrej F.K. Kalenda: Metody FeSeni vybranych
tloh z matematické analyzy pro 2. - 4. semestr

1.

VySetiete konvergenci funkci — najdéte bodovou limitu, vySetiete stejnomérnou a
lokalné stejnomérnou konvergenci. Neni-li feeno jinak, vySetfujte na R.

(2) falx) = 1”2”;32 (2)%8 fo(z) = e~
+ n“x 2
b% n(x) = nz(1 — )" na [0,1], (0,1), (h)*fn(@:e*?
(b) [()f, ()) (1—x) [0,1], (0,1) () fulz) = 22" — 2% na (0,1)

t loc
() fo(z) = Ctan(D) Lo e
nx

(Y fo(z) = log(z)sin <n(11x2)> na
(0, 00)
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2. Vysetfete konvergenci funkci — najdéte bodovou limitu, vySetfete stejnomérnou a
lokalné stejnomérnou konvergenci. Neni-li feCeno jinak, vySetfujte na R.

(@) falz) =a”e™ " na (-1,1) (©) falw) = nsin
(b)  fa(z) = % (d) QO fu(x) = xarctan(nz)

Véta 8 (Diniho véta). Necht [a,b] C R je omezeny interval a f,, : [a,0] = R, n € N,
jsou spojité funkce. Je-li {f,(z)} pro kazdé = € [a,b] monoténni a omezena a je-li
funkce f = lim,, o fn spojita na [a,b], pak f, = f.

3. © Ukazte, ze vynechéni byt jediného predpokladu Diniho véty zptisobi jeji neplatnost:

(a) kompaktnost intervalu [a, b], (c) spojitost f,
(b) spojitost fp, (d) monotonie f,(z).

Tedy najdéte f,, — f takové, Ze spliuji vzdy vSechny podminky aZ na jednu, ale pfitom

fn BT

[10] eu O sreurl ‘[% ‘0] eu T 008£a 0 xyeedoy (p
(@

ooy ‘poo8sQ-0100IN (UT)
[T°0] vu 2 (

€)
3 €) oyt f ‘onfods uf (S1)
[1°0] wu (7703 (qg) oympeypo ‘o3fnawopou ‘[z| > [zuis| (31)
(1°0] eu 2 (eg) 02w ‘po0ZS(-2100A (9T)
\ () osnyiz (p1)
1> 7uejore >0 [I LI_) = fg (OI)
0 < 1 f%umom = juejiore — % 0 < 17 (p2) 2+ u(% +[) (q1)
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